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Prologo a la version v1.7

En el afio 2012 se constituyd un equipo de investigacion bajo la direccién de la Mg. Sc.
Prof. Maria Eugenia Angel formado por un grupo de docentes de la materia Algebra y
Geometria Analitica I. El proyecto sobre el cual se trabajo durante el bienio 2012-2013 fue
"Nueva propuesta para la ensefianza del Algebra Lineal en el contexto de las carreras de Ingenieria
de la UNLAM” - C126 — PROINCE con la intencion de actualizar los contenidos, los
objetivos y la metodologia de ensefianza de la materia.

Simultaneamente desde el Departamento de Ingenieria e Investigaciones Tecnoldgicas se
implementd (atin en curso) el PEICB, Proyecto Estratégico de Ingenieria para Ciencias
Basicas, con finalidades concordantes.

A partir del trabajo conjunto desarrollado se llega a la confeccién de un nuevo disefio
curricular con cambios conceptuales y metodoldgicos. Para probar el disefio elaborado, se
tuvieron en cuenta tres etapas: previa, durante y posterior a la implementacion.

En la etapa previa a la implementacion,

¢ seelaboraron y seleccionaron las estrategias referidas al proceso de ensefianza
aprendizaje,
e se confecciond el material practico-tedrico a utilizar en el aula y

e se selecciond y preparé a los docentes que formarian parte del proceso.

La etapa de implementacion de dos cursos pilotos se llevo a cabo en el segundo
cuatrimestre del 2013, uno a la manana y otro a la noche. En la misma:
e se trabajo con el material elaborado en la modalidad de aula taller.
e se evalu6 al alumno en forma permanente, antes, durante y al finalizar el proceso.
e al terminar el curso se tomd una encuesta de opinion a los alumnos que

intervinieron en la experiencia.

Finalmente, en la etapa posterior, se llevo a cabo el analisis de los resultados obtenidos por
los alumnos, de la encuesta de opinion y de la actividad realizada por los docentes lo que
condujo a la implementacion para todos los cursos de la nueva modalidad desde el primer
cuatrimestre del 2014.

Los textos del presente ciclo lectivo estan basados en los utilizados en los cursos pilotos
pero se han modificado y adaptado de acuerdo a las experiencias recogidas.

Queremos agradecer a la directora del proyecto Maria Eugenia Angel, a los integrantes del
Grupo de Investigacion y a las docentes participantes de los cursos pilotos: Mariela
Glassman, Paula Porco, Julieta Mateucci, Sandra Mendoza y Laura Avila.

Lic. Julio Berttia & Prof. Marcelo Denenberg
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Prologo a la version v2.0

Lueg

o de la experiencia del primer cuatrimestre del 2014 han surgido una serie de

cambios:

a) Se ha anexado a la unidad II el tratamiento de los métodos de Gauss y Gauss-

Jordan con la intencion de resolver sistemas de ecuaciones con mayor numero de
ecuaciones e incognitas lo mas temprano posible.

b) Lo anterior facilita el abordaje de la inversa de matrices de orden 3 en adelante.

<)

Hay un texto introductorio a las simetrias axiales para ayudar al alumno en su
ingreso al tema (aunque es tema abordado durante el ingreso).

d) Se ha trasladado hacia la unidad III el “Las transformaciones lineales y la Geometria

f)

en el plano”.

Ademas acompana al texto otro denominado “Indicaciones Metodologicas,
Cronograma y Material de apoyo para el Alumno” en donde se encontraran
explicaciones y comentarios adicionales, material de profundizacién y actividades
que el alumno debiera realizar para complementar su aprendizaje en la clase
presencial; dichas actividades las hemos denominado “Actividad de refuerzo” (AR)
y estan sefialadas a lo largo del apunte.

Se tomara un parcialito cada dos clases y un trabajo grupal cada otras cuatro, referido
a los temas vistos en dichas clases (ver Material de Apoyo).

Lic. Julio Berttia & Prof. Marcelo Denenberg

Prélogo a la version v2.4

Hemos integrado al apunte las actividades de refuerzo que acompanaban al texto

“Indicaciones Metodoldgicas, Cronograma y Material de apoyo para el Alumno”.

Para

comunicarse con la coordinacion de la citedra pueden utilizar la siguiente direccion

de mail : algebralunlam@gmail.com.

Lam

isma esta habilitada para atender a cuestiones organizativas, administrativas y de

funcionamiento pero no para consultas de tipo académicas, las que deberan ser
evacuadas directamente con los docentes en los cursos a los que pertenecen los alumnos
o en su defecto en los cursos de apoyo.

Lic. Julio Bertta & Prof. Marcelo Denenberg
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Unidad I: Introduccién al Algebra Lineal

Resumen
Se presentan elementos del Algebra Lineal: algunos objetos a manipular -puntos en el
plano-, operaciones entre ellos -suma y producto por un escalar-, la adaptacion del

- concepto de funcion -aparece la nocion de Transformacion Lineal- esencialmente ligado a
las transformaciones geométricas.
Mostramos aplicaciones del A.L. a la vida diaria y a la Tecnologia que seran abordadas a
lo largo del curso.

El presente recorrido didactico tiene muchos puntos de contacto con situaciones de la vida
real. Comencemos con una de ellas para ir complementando nuestros conocimientos
previos con los que debemos adquirir a lo largo del cuatrimestre.

Esta es una época donde lo visual tiene un papel preponderante. Seguramente el celular
(sobre todo si es de ultima generacion), la computadora o la Play IV no serian lo que son
sin la “computacién grifica”. Sus principios, técnicas y algoritmos permiten la generacion,
manipulacién y utilizacion de imagenes no sélo en juegos sino peliculas, dibujo asistido
por computadora, visualizacidn cientifica, entrenamiento y simulacion, generacion de
imagenes médicas, arquitectura y arte, realidad virtual y aumentada y en nuevos espacios
de la informacion.

Pero, jqué hay detrds de lo que se ve?
La intencion de este material no es la de un curso de “computacion grifica” sino la de
exponer algunos conceptos y herramientas esenciales que le sirven de sostén.

I.1 La geometria de la imagen

1.1.1 Actividad 1: Traslacion

e Grafica un sistema de coordenadas cartesianas plano (de dos dimensiones) y las
unidades del eje horizontal X y vertical Y de igual magnitud.
e Marca los puntos del plano A=(2; 0) y B=(4; 0) y dibuja el segmento AB que determinan.
e Indica grafica y analiticamente, completando los espacios en blanco, cada una de las
siguientes traslaciones de los A y B:
a) tres unidades hacia la derecha
A=(2;0)
B=(4; 0)

A=(o)
B'=(ojoni)

1 En el libro “Computer Graphics and Geometric Modeling”, de Max K. Agoston, 2005 Springer-Verlag
London Ltd se puede encontrar un curso de Computacion Grafica en donde aparecen herramientas del
Algebra Lineal de suma utilidad.
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b) tres lugares para arriba

A=(2;0) A= ()
B=(4; 0) B'=(.....;.....)
c) dos lugares hacia la derecha y cuatro lugares para arriba
A=(2;0) A= ()
B=(4; 0) B"7=(ccccs..ih)

Si se selecciona un punto cualquiera U en el segmento AB, el mismo podria notarse:
U =(xu;0) con2<xu<4
(Por qué habremos anotado x.?, jayuda esta notacion?

¢ Aplicando los movimientos de traslacion realizados en a), b) y ¢) completa

U=(....;.....) U'=(.e; o) U7=(.....;.....) con xucumpliendo .............
(Qué se podria anotar para los valores de la segunda componente en cada caso?

Para pensar

+ Las traslaciones del segmento AB dan por resultado un nuevo segmento en cada caso.
* La longitud de cada nuevo segmento se mantiene invariante luego de una traslacion.

e Repite lo realizado en la actividad para el segmento CD con C=(1; 3) y D=(2;5).
C=(1;3) C=(eeseenn) C'= (s i) C7= (s i)
D=(2;5) D=(....;.....)  D'=(ccc;..00) D= (o)

e Completa para P = (x, y) con x e y cualquier nimero real
P=(xy) P7=(.....;....)

Puede notarse que para cada punto (y en cada caso) la traslacion da por resultado un

unico punto, es decir que a cada punto le corresponde una tinica imagen al trasladarlo.

‘Lu traslacion es un tipo de funcién‘

Focalicemos lo que sigue en la tercera traslacion que llamaremos T””” —por traslacion-2.
Para los puntos A, B, C, D y P aplicando la funciéon T tenemos:
T7(A)=T"((2 0) = (44) T7(B)=T" (4 0)) = (6;4)
e Completa todos los espacios en blanco
T7C)=T"(1;3)=(ec0e 5 -on0) T"M)=T"(2,5) = (o005 ---nr)
T"®)=T"((y) = (e o)

De esto ultimo se desprende que la traslacion
T’ transforma al punto P en otro punto P”"’de
coordenadas (.....; .....).

jAl valor horizontal x de P se le adicionan 2

TIH

unidades y al valor vertical y se lo incrementa
en 4 unidades!

2 Hemos utilizado tres traslaciones: T, T” y T"”.
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Podria pensarse que la funcion T le adiciona el punto (2; 4) a cada punto inicial
obteniendo de esta forma que para el punto P = (x; y) el resultado de la traslacion es

(G y)+(24)= (x+2; y+4)

Si la funcién fuera adicionar el punto (a; b) a cada punto inicial, el resultado de la
traslacion de “a” unidades hacia la derecha y “b” unidades hacia arriba, seria

(¢ y) + (a; b) = (x+a; y+b)

Aplicarle dos veces la traslaciéon T a un punto cualquiera es lo mismo que adicionarle
dos veces el punto (2; 4)
Y+ (Z4)+(Z4H=05y)+2.(24) = y) + (4 8) = (x+4; y+8)
Observamos que
24)+(24)=2.(Z4)=4238)

Otra funcion particular

Analicemos ahora otro tipo de funcién en el plano, aquella que a cada punto del plano lo
“proyecta” en uno sobre el eje de abscisas, a saber T""""(x; y) = (x; 0)

AsiT"" (3;-5)=(3;0), T"""" (-7 ;4)=(-7; 0) , y asi sucesivamente.

(Por qué podemos decir que es una funcion?

Hallar y representar en un grafico la “proyeccion sobre el eje x” de los siguientes puntos
del plano
A=(4;-3);B=(-2;5);C=(4;1);D=(2;2)

Funciones con una particular condicion

Para seguir trabajando con estas funciones (que transforman los puntos del plano) y
analizarlas mas profundamente, vamos a introducir un concepto que relaciona a los
puntos del plano R? y a un ente matematico llamado vector (que sera estudiado
detalladamente en Unidad II: La Geometria y el Algebra Lineal en R*y R).

A cada par ordenado (a; b) (que representa a un punto del plano R? con abscisa a 'y

ordenada b) le asignamos un segmento orientado v que tiene su origen en el punto (0; 0) y
su extremo en (a ;b), donde a y b son nimeros reales.

b (a;b)

Ahora con esta relacion nos es posible definir lo siguiente:
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I.1.1.a Definicion
Para cualquier par de puntos del plano con componentes reales M=(mi; mz) y N = (n1; n2) y
k un ntimero real cualquiera se definen las dos siguientes operaciones :

(1) M+ N = (m1; m2) + (n1; n2) = (M1 + 1 ; M2 + 1n2) (suma)

) k. M=k. (mi; m) = (k.mi; k.m2) (producto por un escalar)

Presentadas las dos operaciones queremos ver si se cumplen en T”” las dos condiciones
siguientes —en este momento parecen caprichosas pero tienen un papel preponderante en
el Algebra Lineal—:

1.1.1.b

a) T””(M+N) =T""(M) +T””(N) para cualquier par de puntos My N
b) T"”(k.M) =k. T”””(M) para cual nimero k real y cualquier punto M

Para verificar la condicion a) planteamos

T (M+N)=T""((my; m) + (n1; n2)) = T’ (mu+ nz; mo+ n2) = (mu+ ny; 0)
T(M)+T"(N)=T""(m; me) +T"" (n1; n2) = (my; 0)+ (11; 0) = (mu+ ny; 0) .
Luego la condicidn se verifica.

Para la segunda planteamos:

T (k. M)=T""(k. (m1;; m2)) =T"""" (k.my; k.mo) = (k.my; 0)

kT (M) =k (T (mi; mo))=k. (ms; 0) = (k.my; 0).

Y la segunda condicion también se cumple.

;Pasara lo mismo para T"’(M )?
Para verificar si se cumple la condicién a), desarrollamos los dos miembros de la igualdad

T”(M+N) =T"((mu1 + 1 ; m2 + n2)) = (M1 + i+ 2 ; m2 + n2+ 4)
T"M)+T”(N)=(m1+2; me+4)+(m+2;m+4)=(m1+2+m+2; m+4+m+4)=
= (mi+m+4;m+n+8)

y observamos que T"(M+N) # T"”"(M) +T"”"(N)*, entonces la condicién a) no se cumple.

¢Qué ocurrira con T (k.M) =k. T"”(M)?

k.M =k. (m1, mz) = (k.m1, k.m2)

T (kM) =T"((k.m1, k.mp)) = (k.1 + 2, k. mz+ 4)

k. T”M)=k. T ((m1, mz)) = k. (mu + 2, m2+4) = (k. (mu + 2), k.(m2+4)) =
=(k.mi+k.2,k mo+k. 4)

3 El operador suma + se aplica a dos puntos —en este caso del plano- mientras que el operador suma + efecttia
la suma entre dos nimeros reales.
Analogamente el producto “.” opera entre un nimero real y un punto del plano mientras que “.” sélo lo
hace entre un par de niimeros reales.
“

Por abuso de notacién utilizaremos un tinico signo +y un tnico “.

'S

Es bastante evidente la diferencia pues la primera coordenada es en un caso mi + ni+ 2 y en otro mu + ni+ 4;
sumar 2 unidades a un ntimero (mi + ni) da distinto que sumar 4 unidades. En situaciones menos claras se
debe mostrar un contraejemplo.
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Los dos recuadros no parecen ser iguales pero que no lo parezcan no necesariamente indica
que sean diferentes®.

Para ver que son diferentes busquemos un contraejemplo®.
Sik=3y M= (1, -1), entonces T"’((1, -1))= (1+2, -1+4) = (3, 3)
3.T”M)=3.(3,3)= @I

3M=3.(1,-1)=(3,-3)

T@.M)=T"((3,-3)) = (3 +2, -3 +4) =[5, 1)

Los dos recuadros son diferentes y por eso la propiedad no es valida.

R R R R R R R R R R R R R

Actividad de refuerzo 1
a) Definir la traslacion Ti((x, y)) sabiendo que Ti((-2, 5)) = (—4; 1). ;Cuénto vale T1((5, -2)?
(Existe algun (x, y) tal que Ti((x, y)) = (x, y)?

Interprete geométricamente.

;Quién (a, b) si T1((a,b)) = (1, -1)?

o
o
&
o
o

b) Defina T2((x, y)) tal que si usted aplica T1 al (-2, 5) y luego Tz al resultado vuelve a
obtener el (-2, 5).

(Cuanto vale efectuar T2 al (-2, 5) y luego T:1?

Y silo hiciéramos para un punto genérico (x, y)?

Comentario: Al aplicar T1 y luego T> se obtiene una transformacion equivalente denominada
composicion T20T1 y se lee T: compuesta con Ty; notar que la traslacion que figura a la derecha es
la que se aplica primero.

1.1.2 Actividad 2: Simetria Central

e Para los siguientes puntos obtener los puntos simétricos respecto al origen de
coordenadas O, marcarlos en un sistema de coordenadas cartesiano y completar

A=(2;0) A= (ceee ) enns
B=(4; 0) — = B=(eere; ..
H=(-2;5) — = Ho=(.ec0esounn
[=(-53) ——I= (ceeres ...
P=(xy) Po=(.cc0.;.....

e P RN

e Grafica el segmento HI y comprueba geométricamente que la simetria realizada lo

transforma en otro segmento Hl .

5 Por ejemplo sen?(a) +cos?(ar) =1 para todo nimero real a pero a simple vista no lo parece.
6 Si existe un ejemplo para el cual una propiedad no se cumple puede decirse que la propiedad no es valida
y el mencionado ejemplo se denomina contraejemplo.
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Puede notarse, como ocurre con la traslacién, que para cada punto (y en cada caso) la
simetria da por resultado un tinico punto, es decir que la simetria central también es un
tipo de funcion.

Analizaremos si la simetria cumple con las dos condiciones presentadas en I.1.1.b.
a) S(M+N) = S(M) +S(N) para cualquier par de puntos My N
b) S(k.M) =k. S(M) para cual nimero k real y cualquier punto M

a) Sabemos que M+N= (mi, m2) + (n1, n2) = (M1 + N1 ; M2 +n2)
luego S(M+N)= S((m1 +n1; m2 +n2)) = (—(mu + n1) ; —(M2 + n2)) = (M1 — N1 ; —M2 — N2)
SM+N) = (-m1 — 1 ; -m2 — 12)
como S(M) =S5((mi, mz))= (-m1, -m2) y S(N)=S5((n1, n2))= (-1, -n2)
se obtiene S(M) +S(N) = (-mu, —n2) + (-1, —n2) = (-1 — 11 ; —M2 — N2)
S(M) +S(N) = (-mi1 — 11 ; -me —2) = S(M+N)

b) Conociendo k.M =k. (mi, m2) = (k.mi, k.mo)
S(k.M) = S((k.m1, k.m2)) = (-k.m1, ~k.m2) = k. (-m1, -m2) =k. S(M)

Resultado importante
I.1.2.a. La simetria central S cumple con las dos condiciones. Representa un ejemplo
interesante de un tipo de funciones llamadas Transformaciones Lineales.

Algunas cuestiones

e Para verificar analiticamente que el transformado -
del segmento HI es H,l , Se nos presentan dos | [~ T e
interrogantes: ﬂ ------ r ----- ﬁ ------ r ------ ----- 21--

a) ;Como se puede representar matematicamenteel | | ______ L _____ J _____ H ______ _____ 5.

segmento HI , que ya no es horizontal como el AB h P q iy

de la actividad 1? |E : Ay 3

b) ;Cémo es que efectivamente todos los puntos T A | o C

intermedios entre Ho e Io estan alineados —y forman | [--<------5-f--d--oobooooee A

un segmento-? r ﬂ _____ 1

Trataremos de responder a la cuestion a) 5 4 X3 27 P

;Cudl es la caracteristica esencial de unarecta (ode | [ © 77T

un “trozo” de ella, como ser un segmento)?

Si nos ubicamos en un punto de ella -como ser I- y nos desplazamos hasta encontrar otro —
por ejemplo P- debemos hacer un desplazamiento horizontal Ax y uno vertical Ay.
Por ejemplo desde I hasta H seran: Ax= 3, Ay=2.

e Si Ax=1, marcar en el grafico Ay e indica cual puede ser su valor aproximado.
e SiAy=1, marcar en el grafico Ax e indica cual puede ser su valor aproximado.
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Se observa que todos los triangulos obtenidos son semejantes y por lo tanto los
desplazamientos mantendrin una proporcion constante.
Asi el cociente:

[Desp]azamientu Vertical Ay

2
- - = = = Constante
Desplazamiento Horizontal Ax 3

Calculamos ahora Ax y Ay para los desplazamientos desde I hasta P.
Ay=y-3; Ax=x—(-5) =x+5 7

Ay 2 y-3
Ax 3  x+5

9 . . e 2 19
e Despeja y de la ecuacion anterior y verifica que y = E'X + 3 [L1.2.1]

O sea que un punto P cualquiera que est4 en el segmento HI , puede escribirse como
2 1
P=(x, =X+ —9)
3 3
Esto significa que elegido x, el valor de y no es cualquiera sino que es el obtenido con la
cuenta indicada.

o Escribe cudl es la restriccion para x en el caso del segmento HI . ;Y la restriccién para y?

Para verificar lo obtenido para P con los puntos I y H que son los extremos del segmento.
2 19 9
I. x=-5 =—.(5)+—==-=3
—y= 573

H:x=-2 —y= %.(—2)+%9= 1—35 =51

¢(Ocurrira que si -5 <x <-2, los valores de y pertenecen al intervalo [3; 5]?

Partimos de -5 <x<-2 y multiplicamos por %la doble inecuacion;

la desigualdad no cambia pues el factor es positivo ~ -5. % < % X< -2, 2
Sumamos 19 a todo —no se modifica el sentido- _10 + 19 < 2 . +£) < 4 +—9
3 3 3 3 3
Y obtenemos 3= gs g.x +1—9 sl—5=5
3 3 3 3

O sea 3 <y <5 como era esperable !!

Vamos a resolver lo propuesto en b)
Llamamos S a la simetria central.

S(P)=S((x, y))= (=X, —y) [esta debiera ser la expresién obtenida para P al comienzo de la actividad 2]

7 Parece traerte confusion el 5 sumando, pero tené en cuenta que x esta entre -5y -2 por lo que al sumarle 5
los desplazamientos horizontales estaran entre 0 y 3.
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Sea un punto P en el segmento HI ; P=(x, é.x+ %)) con-5<x<-2.

2 19 2 19 2 19
S((X, =X+—=))=(=x, - [=X+=]) =(-x, =(-X)—=) [L122
(0 SX+ N =X -Agx+ 5D = (% 2x)-7) 1122
Llamemos x = —x [0 sea a cada valor de x la nueva variable x la almacena con el valor

opuesto].
Como -5 < x < -2, multiplicando por (-1) a la doble desigualdad cambian los sentidos de
las mismas,

—(5)2—~x=>2—(-2) > 5>2x22 — 5>2x=>2

Resulta que reemplazando en [1.1.2.1] S(P)=(x ,é.x —1—39) con 2<x<5.

s : : : . 19
Esta expresion es semejante a [1.1.2.1] con un signo de diferencia en 3

Actividad de refuerzo 2

a) Dado el tridangulo ABC con A = (1, -3), B=(-2, 4) y C = (-5, 4) efectuarle la simetria
central S respecto al origen.

Graficar ambos tridngulos en un mismo sistema de coordenadas.

£
£
&
£
£

b) El segmento AB se transformé a través de una simetria central en A'B'.

;Cudl es el centro se simetria?

Ademés al AB mediante una traslacién se obtiene A"B". Definir la traslacién.

c)SeaT ((x, y)) = (x+2, y-1).

Efecttiele al tridngulo ABC la transformacion SoT y compruebe que el efecto es diferente al
obtenido si hiciera ToS.

Aytdese graficamente.

1.1.3 Actividad 3: Simetria Axial

El siguiente esquema muestra la simetria axial de la figura® ABCD respecto al eje (de
simetria) E.

La imagen (o simétrico) del punto A es A’ que se obtiene trazando la recta perpendicular a
E que pasa por A y cuya interseccion es M; A’ se obtiene a una distancia idéntica a AM
pero del “otro lado” del eje E (o sea en semiplanos opuestos).

8 http://www.10endibujo.com/wp-content/uploads/2014/05/03 simetria-axial.jpg
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1.1.4 Actividad 4: Rotacion

Dados los puntos A= (2; 0) y B= (4; 0), ;cudles seran los transformados de éstos al rotarlos
desde el punto O —origen de coordenadas- un angulo de 90°?
¢ Dibuja en un sistema de coordenadas y completa:

Roor(A) = (....cs...0) Row(B)=(.....;.....)

Hacia donde girar puede ser un interrogante,

N

y al indicar 90° se esta

por convencion se toma
admitiendo sentido positivo

Sentido Positivo Sentido Negativo
Antihorario Horario

e Obtiene, usando la misma rotacion, las imagenes de los puntos K= (x, 0) y J= (0, y)
Roo(K) = (.....;.....) Roo(J)=(..uuenel)

e ;Servira la respuesta si x e y toman valores negativos?

90
Veamos qué le pasa a un punto genérico P= (x, y) al

aplicarle la rotacion.

/IKB 4 P=(xy) Usando un gréfico como ayuda, observamos que

R % a+90°+ 3 =180°
k‘/ por lo tanto a + 3 =90° (1.1.4.1)
Ademas como el triangulo P’OL’ es rectangulo en L’

resulta que P +p=90° (114.2)
De las ecuaciones (1.1.4.1) y (1.1.4.2) sale que a = '
En el tridangulo POL vale de modo similar que
a+a =90° (11.43).

Y de (1.1.4.1) y (1.1.4.3) obtenemos que o’ = 3
Comparando entonces los triangulos POL y P’OL’

C?’=O'_P';a=ﬁ’; o’ =p.
Por el criterio de congruencia ALA ( angulo-lado- angulo) se tiene que ambos tridngulos
son congruentes.
De lo anterior resulta que: OL=P'L; PL=LO.
Como vale que OL = x, PL = y; teniendo en cuenta el signo de las coordenadas de P’

resulta que P" = (-y, x).
Resumiendo Ro«(P)= Roe((x, v))= (-y, )| (11.4.4)

e ;Servira la férmula para puntos de los cuatro cuadrantes y de los cuatro semiejes?
Toma un surtido de puntos y corrobora los resultados.

Recuperamos lo visto en 1.1.1.b. adaptandolo a la rotacion.
Comprueba que Roe satisface ambas propiedades.
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Osea[1.1.4.a]:
a) Roo(M+N) = Roo:(M) + Rooz(N) para cualquier par de puntos My N
b) Roor(k.M) = k. Reez(M) para cual nimero k real y cualquier punto M

1.1.4.b Comentario
Es interesante obtener la expresion conseguida en (1.1.4.4) si supiésemos que Roo cumple

con [1.1.4.a].

Si fuera el caso tendriamos:

Rooe((x, y)) = Roox((x, 0) + (0, y)) = [hemos disociado la suma de puntos en el plano]
Roor((x, 0)) + Roo((0, y)) = [por la propiedad a) en (L1.4.a)]

Roee(x. (1, 0)) + Roee(y. (0, 1)) = [propiedad b) en I.1.1.a]
x.Roee((1, 0)) + y.Roox((0, 1)) = [propiedad b) en (I.1.4.a) ]

x.(0,1)+y (-1, 0) = [transformados del (1, 0) y (0, 1)]

(0, x) +H(=y, 0) = (-y, x) [propiedad b) en 1.1.1.a]
Observar que conociendo unicamente los datos de las ea® @D
rotaciones en dos puntos y que se cumple con [1.1.4.a]
fue posible obtener el transformado de la rotacion en N =@
cualquier otro punto del plano. : JR

en(B)

O sea si quisiéramos saber la rotacion del punto (4; -5) ORI
cos "

lo podemos obtener a partir de lo que le ocurri6 al (1; 0)
y al (0; 1).
Este hecho no es casual y lo retomaremos a lo largo del

curso.

Actividad de refuerzo 3
a) En forma analoga a lo efectuado en el comentario 1.1.3.b obtenga R-s:((X, y)).
b) Qué se obtiene al realizar: (1) Roor 0 Roor (i1) R—90: 0 R—o0r

RN ARINININININNNINNINNINNNNNNININNNNNNNINNNNNNINININNNNNNNNINNNNNNINNINNNNA

I.1.4.c Rotacion en un dngulo cualquiera
Obtengamos la rotacion de un angulo 0O cualquiera, usando el supuesto que Re cumple con
[14.a.
El punto (1, 0) se traslada al punto M. Por trigonometria la componente horizontal es el
cosO y la vertical sen®.
El (0, 1) se desplaza hasta el punto N. Se prueba de manera similar a lo hecho para obtener
(I.1.4.4) que los dos triangulos son congruentes y de alli resulta la componente horizontal
(—sen0) que apunta hacia los x negativos y la componente vertical (cos0).
Resumiendo

Re((1,0)) = (cosO, senO) Re((0, 1))= (— sen0, cosO)

Obtendremos la rotacion de un angulo 6 del punto (x, y) a través de [1.1.4.a].
Re((x, y)) = Ro((x, 0) + (0, y)) = Re((x, 0)) + Re((0, y)) = Re(x. (1, 0)) + Re(y (0, 1))
=x.Re((1, 0)) + y.Re((0, 1)) = x(cosO, sen0O)+ y (- senO, cosO)
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= (x.cos0, x.sen0) + (—y.senb, y.cosO) = (x.cosO-y.senH, x.senO + y.cosO)

(Ra((x, v)) = (x.cos6 - yv.senf, x.send + }?.CDSB}]

[1.1.4.5]
Cuestiones para analizar

Realizando los graficos correspondientes, comprueba la férmula [1.1.4.5]

e para los puntos (0,1), (1,0), (-1,0) y (0, 1) con 61=90°

e para los puntos (\/E \/E), (— V2 \/E), (— J2 ,—\/E), (\/5 —\/E) con 02=45°y 03=225°

e para los puntos anteriores con 04=-135°. Comenta qué ocurre que te llame la atencion.

I.1.5. Actividad 5: Proyecciones ortogonales
Sean Px y Py las proyecciones sobre los ejes x e y de un punto en el plano.
El siguiente esquema te ayudard a refrescar conocimientos:

[ __

: -—

proyeccion de U -
sobre el eje Y U -
T —_—
-

proyeccion de U
sobre elleje X

A Ni—

Teniendo en cuenta lo trabajado en las actividades anteriores, resolver lo siguiente:
Dados los puntos A, B, H, I y Z, marcalos en un grafico cartesiano, obtené las proyecciones
sobre los ejes y completa:

A=(20) ——= Px(A)=(coc;....)) Py(A)=(..c..; .....)
B=(40) —— PxB)=(....;....) Py(B)=(.....; .....)
H=(-25) — = Px(H)=(.....; .....) Py(H)=(.....; .....)
1=(53) = Px(D)= (c.0c;.....) Py(D) = (oo ...
Z=(x; y) Px(Z)= (v} o) Py(Z)= (... ;...

e Comprueba que tanto Px como Py cumple con I.1.1.b.

e Si Z = (xz, yz), encuentra la expresion general de Px(Z) y Py(Z) de forma analoga a lo
realizado en [1.1.4.5] .

. Graflcar en un 51stema de referenc1a cada proyecc1on

A X VAV X R W/ MV MV W/ W/ MV MV

- Acthdad de refuerzo 4
Hallar el efecto de realizar al cuadrado ABCD con A=(-2, 1), B=(1, 0), C=(2, 3) y D=(-1, 4)
las siguientes transformaciones. Efectuar los graficos correspondientes.

a) Px b) Py c) Pxo Py d) ToR2z70Py

ARARARRNNINNNNNNININNNNNNNINININNNNINNNININNNNNNININNNNNNNINNNNNNININNNNNNNININNNNNNNINNNNNNNNINNNNNNNNINNANNA

X2
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1.2. Situaciones vinculadas con otras disciplinas y con la vida real
Te presentamos las siguientes situaciones que se abordaran durante el curso y que te
daran un panorama de las potencialidades que del mismo podras obtener.

(1.2.1) Trdfico en la ciudad

El esquema muestra el microcentro de la ciudad Algelin y se sefialan el nimero de
rodados que entraron y salieron de alli en una hora. La intencion es encontrar los flujos
vehiculares en las cuadras marcadas en gris y numeradas de I a VII.

- -
Calle Calle Calle
Euler Lagrange Hamilton
A :
4000
7000
| 20 5|
- 5000
Calle Gauss oo I ..
VI VII 111
Y Y
IV
Calle Jordan 500 W 560
36001 5000 6000
v v
\

(1.2.2) Circuitos Eléctricos

En el esquema se muestra un circuito eléctrico con 2 baterias y 4 resistencias. Se busca
encontrar las corrientes que circulan entre los puntos 1y 2,3y 6, 5y 4 y las caidas de
tension que ocurre en cada una de las resistencias.

~

1 | 1 2
IVIZ 12 voltios

Ra

IVI' =3 voltios
6 W k ’

Rb

Re Rd

5
Ra=60Q Rb=30Q Rc=40 Rd=20

(1.2.3) Balance en ecuaciones quimicas
La formacion del hidroxido de aluminio estd dada por la ecuacién quimica:

[: ALO:+ 0 H:0 — > [0 Al{DH]s]

En los casilleros blancos van niimeros naturales que hacen cierta a la ecuacion.
¢Cémo hallarlos?
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(1.2.4) Tratamiento digital de Imndgenes

Ya se ha trabajado con cuestiones de traslaciones, simetrias, rotaciones y proyecciones que
son utiles en el tratamiento de imagenes. Para un abordaje mas profundo se utilizara el
concepto de matriz.

Un ejemplo introductorio es el siguiente. Una letra N puede “sefializarse” del siguiente
modo (a continuacion se ha marcado un sistema de coordenadas):

10 9 76
1 2 3 4 56 7 8 9 10 punto
3 g 005 05 55 6 6 55 55 0,50 |coordenadax
0 0 64 0 08 8 16 8 8 |coordenaday
12 4 5 12 4 5 X

El corchete con los valores distribuidos alli forman una matriz de datos (de 2 filas y 10

columnas, en este caso).
10 9 7

(=3}

1 025
Se vera en su momento que otra matriz como A=[O f j (de 2 filasy 2

columnas o de 2x2) al multiplicarla modifica a la letra N ast: &

(1.2.5) Modelo de Leontief

“El Modelo Input-Output es un modelo econdmico desarrollado
por Wassily Leontief (1905-1999) por el que obtuvo un Premio
Nobel en el afio 1973. A menudo es denominado como modelo

de Leontief.

El propdsito fundamental delmodelo IOes analizar Ia
interdependencia de industrias en unaeconomia. El modelo
viene a mostrar como las salidas de una industria (outputs) son las entradas de

otra (inputs), mostrando una interrelacion entre ellas. En la actualidad es uno de los
modelos econdmicos mas empleados en economia.”®

“El modelo desarrollado por Wassily Leontief, es una aplicacion interesante de las
matrices, que fue tutil para pronosticar los efectos en los cambios de precios o las
variaciones de las erogaciones gubernamentales sobre la economia.”°

(1.2.6) Criptografia
Compartimos el siguiente texto desde Wikipedia'':

“Criptografia (del griego koUmtw krypto, «oculto», y yoapwg graphos, «escribir», literalmente
«escritura oculta») tradicionalmente se ha definido como la parte de la criptologia que se ocupa de

° http://es.wikipedia.org/wiki/Modelo Input-Output

10_josebarrostroncoso.weebly.com/uploads/6/.../aplicacin de las matrices.pdf; Aplicacion de las Matrices
Modelos de Entrada-Salida de... por José F. Barros Troncoso.
En el siguiente video hay un ejemplo que utiliza elementos de nuestra materia (y de Algebra y Geometria
) http://video.dainutekstai.lt/w.php?a=Ktl7700EwNDw.

1 http://es.wikipedia.org/wiki/Criptografia
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las técnicas, bien sea aplicadas al arte o la ciencia, que alteran las representaciones lingtiisticas de
mensajes, mediante técnicas de cifrado o codificado, para hacerlos ininteligibles a intrusos (lectores
no autorizados) que intercepten esos mensajes. Por tanto el inico objetivo de la criptografia era
conseguir la confidencialidad de los mensajes. Para ello se disenaban sistemas de

cifrado y codigos. En esos tiempos la tinica criptografia que habia era la llamada criptografia
clasica.

La aparicion de la Informatica y el uso masivo de las comunicaciones digitales han producido un
numero creciente de problemas de seguridad. Las transacciones que se realizan a través de la red
pueden ser interceptadas. La seguridad de esta informacion debe garantizarse. Este desafio ha
generalizado los objetivos de la criptografia para ser la parte de la criptologia que se encarga del
estudio de los algoritmos, protocolos (se les llama protocolos criptograficos) y sistemas que se
utilizan para proteger la informacion y dotar de seguridad a las comunicaciones y a las entidades
que se comunican.

Para ello los criptografos investigan, desarrollan y aprovechan técnicas matematicas que les sirven
como herramientas para conseguir sus objetivos. Los grandes avances que se han producido en el
mundo de la criptografia han sido posibles gracias a los grandes avances que se han producido en
el campo de las matematicas y la informatica.”

Un esquema basico es el siguiente!:

Clave secreta compartida Clave secreta compartida

i

por emisor y receptor

por emisor y receptor

r‘% Esquema de Cifrado Simétrico ﬁ)

Transmision

de texto cifrado

Po———-_——.]

=

Entrada - : Salida
de texto Algoritmo de cifrado Algoritmo de descifrado  de texto
claro (por ejemplo, DES) {inverso del de cifrado)

claro

Con el uso de matrices y sus operaciones presentaremos un esquema sencillo de cémo
encriptar informacion.

(1.2.7) Movimientos poblacionales

En la ciudad Algelin la poblacion era en 2010 de 20 mil habitantes y en los alrededores de
5 mil. Durante ese afo resulté que la probabilidad que una persona se quedara en la
ciudad fue de 0,92 (y por lo tanto de 0,08 de que emigrara a las afueras), mientras que el
98% de las personas de los alrededores optaron por permanecer alli.

Encontrar las poblaciones luego de uno, diez y veinte afios.

(Existe una situacion de equilibrio?

12 www.matem.unam.mx/~rajsbaum/cursos/.../presentacion seguridad 1.pdf; Criptografia- Instituto de
Matematicas de la UNAM.
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Actividades para resolver
1) Se tiene el rectangulo ABCD con A= (3; 2), B=(-3; 2) , C= (-3; 4) y D= (3; —4).

a) Al rectangulo aplique cada una de las siguientes transformaciones. Dibuje en cada caso
el original y su transformado. Explique con sus palabras qué ocurre con la figura original.

Ti((x, y)) = (3x, y) Ta((x, y)) = (%%, y) Ts((xy)) = (x, 2y) Ty((xy)) = (x, 2y)
Ts((x,y)) = (=% y) Te((x,y)) = (X, -y) Tr((xy)) = (4%, 32y)  Ts((xy)) = (-4x, */2.y)
To((x,y)) = (v, X)

2) Si T es una transformacion del plano en si mismo que cumple con T(A+B) =T(A) + T(B)
y T(k.A) =k.T(A) para todo punto A, B del plano y k€R, obtener T((x, y)) si T((1; 0))=(1; 1)
y T((0; 1)= (1; -1).

Obtenga la imagen por T del tridngulo de vértices (1; 5), (1;9) y (5; 7).

3) Sea T((x;y)) una traslacion de la cual sabemos que T((1; —4)) = (-1; 1).

Determine T((2; -2)) y el punto A que cumpla con T(A)=(—4; 1).

4) Encuentre los transformados de M= (1; 0) y N= (0; 1) -M" y N’ respectivamente— por una
rotacion de 270°.

Usando M, N, M’ y N’ establezca la expresion de R((x; y)).

Demuestre que R cumple con R(U+V) = R(U) + R(V) y R(c.U) = c.R(U) siendo U=(ux; uy),
V = (vx vy) A ceR.

4) ;Qué obtiene al proyectar sobre el ¢je x al tridngulo de vértices J=(-3;-2), K=(1; 4)yL=
(5;-1)?

Justifique; grafique JKL y su transformado.

Nota: en el apéndice (I1.18.2) se encuentra la actividad Desafio 1.
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Unidad II: La Geometria y el Algebra Lineal en R?y R3

En esta segunda unidad se trabajard sobre puntos en el plano y el espacio, los sistemas de
ecuaciones [ineales con dos y mds incognitas; vectores, combinacion lineal, matrices y
transformacion (ineal.

En lo posible, se intentard arribar a los nuevos conceptos de una forma simple y clara
pero sin menoscabar su rigurosidad.

I1.1.Los puntos y vectores en el plano (R?)
Introduccion
Como hemos visto en la unidad anterior, el anadlisis de una figura geométrica se ve
facilitado por la introduccién de un sistema de coordenadas, lo que produce la aparicién
de férmulas que no son solamente propias de esa figura sino que dependen del sistema de
referencia elegido.
Por ejemplo la ecuacion de la recta y=2x en el sistema (X, Y) toma la siguiente forma® y un
punto P cualquiera que pertenece a la recta toma la forma (x, 2x).

Si el sistema de referencia fuera
el X’ e Y’ —con X’ coincidente con
la recta graficada en el esquema
precedente—,
¢como serian las coordenadas
(x’, y’') de cualquier punto que
pertenezca a la recta?

Aparece la necesidad de
distinguir en cada situacion

cuales son las propiedades El punto P es tinico pero las formas
inherentes a la figura de estudio de indicarlo no lo son.

13 Ya sea por una tabla o utilizando la pendiente y ordenada al origen de la recta.
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y cuales las accesorias —producto del método analitico utilizado-.
El calculo vectorial y el tensorial responden a esa necesidad y aunque en ellos se utilizan
diferentes sistemas de coordenadas, las reglas operatorias son tales que independizan sus

propiedades del sistema utilizado; es decir sus operaciones y resultados son invariables
ante el cambio de coordenadas.

Actividad 1

En el siguiente mapa se muestra la Universidad Nacional de La Matanza y sus alrededores
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I) Supongamos que la persona A se encuentre en la entrada de la Universidad (U) y quiere
dirigirse a la ESSO GNC Liniers — Colectora Oeste (E).

a) ¢Cuadl es la distancia estimada que los separa?
b) ;Como debiera ser la indicacion para ir en Globo Aerostatico desde U a E?

I1.1.1 Magnitudes escalares y vectoriales

Seguramente la parte b) de la actividad ha precisado de la introduccién de un sistema de
coordenadas y de la necesidad de indicar alli cudl es la posicién del punto final E o la de

introducir un vector posicion que indique en qué sentido y direccidon debiera moverse el
globo para llegar a destino.

Podemos proceder del siguiente modo “cuadriculando el mapa”:
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a) ;Cudl es la posicion E?
b) Dibuja el vector que va desde U a E.

Este ejemplo muestra la necesidad de introducir cantidades (que se denominan
magnitudes) que tuvieron caracteristicas esencialmente diferentes. En la actividad 1.I-a se
tiene una magnitud escalar. La respuesta estd completamente caracterizada a través de un
nuamero real (la intensidad de lo medido) y la unidad de medida (en este caso el metro').
Ejemplos de este tipo de magnitud son la longitud, densidad, temperatura, energia,
presion, trabajo mecanico.

En la situacién 1.I-b fueron necesarios tres elementos adicionales. Aparte de la unidad e
intensidad se debe dar la recta de accion donde se encuentra la magnitud vectorial, el
sentido sobre dicha recta y el punto de aplicaciéon donde se haya aplicado. Esta magnitud
recibe el nombre de vector.

En Fisica abundan los ejemplos de magnitudes vectoriales®: la posiciéon, velocidad,
aceleracion, cantidad de movimiento, fuerza e intensidad del campo eléctrico, entre otros.
Cada magnitud vectorial tiene una representacion analitica que en ciertas situaciones tiene
correlato geométrico (s6lo en una, dos o tres dimensiones) y alli se lo puede representar.

14 En nuestro caso se traté de una medicién indirecta. A partir de cm de nuestro plano hicimos la
equivalencia a metros. Notar que parece que no hicimos ninguna suposicion fisica en dicha conversion
pero si. ;Podria indicar cual es?

15 Existe un tercer tipo de magnitud: la tensorial cuyo representante es el tensor. Las mismas van mas alla de
nuestro curso. Ejemplos de ella son las tensiones internas en cada punto de un cuerpo rigido segtn la
direccion en que se efecttie la fuerza tensionante, la densidad de corriente y el campo electromagnético.
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En nuestra actividad 1 tendriamos
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El vector posiciéon dibujado es la representacion geométrica mientras su representacion en
el sistema de coordenadas dibujado es (12; 11,6). El punto E en el plano esta pensado como
un vector que comienza en el (0; 0) —origen de coordenadas O- y termina en E.

I1.1.2 Vectores en R?

Trabajando en la recta, el plano o el espacio podemos
tener una representacion geométrica del vector.

El vector Vesta sobre la recta r, su punto de
aplicacion — origen- es A y su sentido es uno de los
dos posibles desde A (en este caso hacia abajo). El
tamano de la representacion tendra correlacion con la
intensidad —o médulo- del vector.

R —

El vector V también puede denominarse como AB.
El orden es fundamental en la escritura: de izquierda a derecha, del origen a su punto final.

\

En Fisica aparecen diferentes tipos de vectores:
0 los vectores fijos que son los ya tratados;
0 los vectores deslizantes donde no es necesario precisar el punto de aplicacion sobre
la recta r; llamaremos equipolentes a todos los vectores con igual tamano, sobre la
misma recta r y con igual sentido'® -observar el grafico 1-

16 A los fines de nuestros célculos —operaciones- la equipolencia implica la igualdad de efectos —resultados-.
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0 los vectores libres que son los que permiten la equipolencia con aquellos otros que
tienen rectas de apoyo paralelas, tienen igual intensidad e igual sentido —ver grafico

2-; a la equipolencia se la denomina equj
Grifico 1 Grifico 2

ey Vectores Deslizantes — Vectores Libres

Los 4 vectores son EQUIPOLENTES entre SN Los cinco vectores son EQUWALEN'[‘ES entre si.

\ r, \

LA partir de ahora nuestro estudio se enfocara sobre los vectores libres.|

La definicion geométrica de estos vectores es la del conjunto de todos los segmentos
orientados de recta equivalentes a un segmento de recta de ese conjunto, llamado
representacion del vector.

En particular elegiremos como representante al vector equivalente con origen en el punto

O —(0; 0)- del sistema de referencia. En el grafico 2 el representante es v

A continuacion se hara la presentacion de la definicion algebraica y de las propiedades de los
vectores en el plano (R?) y en mas adelante se generalizara lo aprendido.

En R? un vector es un par ordenado de niimeros reales que representa al extremo del
vector respecto a un sistema de referencia (O, X, Y); el vector sera V = (v,; Vy) donde vx es

la componente sobre la direccion X y vy es la componente sobre la direccion Y. Si los ejes X
e Y son perpendiculares las componentes son las proyecciones ortogonales.

El punto O = (0; 0) representa al origen de coordenadas pero al mismo tiempo al vector
nulo.

Actividad 2

El vector OA representado es el (—6; 3).

Se pide:

a) Dar las coordenadas de los demas
vectores con origen en O y extremo final
en el punto marcado.

b) Obtener los simétricos de a) segum el
origen, el eje X y eje Y respectivamente
(So, Sx, Sy).

¢) Dibujar el vector HG con G= -2-1)y
H= (4;-3).
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d) Dibujar e indicar a qué vector W con origen en O, es equivalente el vector HG

Comentario

Tomemos un vector como el (4; 3)

A partir de lo trabajado en la unidad 1, el mismo puede
pensarse como 4. (1; 0) + 3. (0; 1)

A los vectores unitarios —de tamano 1- que estan en la
AN A

direccion de los ejes X e Y se los llama versores i y j.

I1.1.3 Operaciones y propiedades de los vectores

Igualdad entre vectores

Dos vectoresV ,W son iguales si sus respectivas componentes
lo son.

Oseasi V=(v,;v,)y W= (WX;Wy) y ademasV =W debe ocurrir

quev, =W, y vV, =W,.

= Hallar k real para que suceda que V=W si V= (k*;2k +3)y
W= (41+K). |

Suma de vectores
Definimos la suma + entre vectores de R? del siguiente modo:

§=V+W= (V;V,) +(W,;W,) = (V, +W,;V, +W,) con vx, vy, Wxy wy numeros reales.
Notar que la suma da un nuevo vector pues al sumar vx con wx y vy con wy obtenemos
nuevamente niimeros reales.

Se dice que + es una ley de composicion interna en R? o que la suma entre vectores es cerrada.

Geométricamente la suma se obtiene a través del método del paralelogramo:

Se traslada a un origen comtin ambos vectores y luego se traza por los extremos de cada
vector una recta paralela al otro formandose un paralelogramo. La diagonal principal
forma el vector suma resultante.

sumar .
w
ambos g
—
vectores w -

Dados los vectores MN yT—S con M=(0; 2) , N=(-2; -1); S=(4; -1) y T=(2; 1) obtener analitica y

graficamente el vector r = MN +TS
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Revisamos a continuacion algunas propiedades:
1) ¢Es la suma de vectores asociativa?
Debe valer que para cualquier terna de vectores TJ,;/y W resulte que
(i )+ = Ge )
(ﬁ +V )+ w= [(ux uy) + (v Vy)] + (Wx; Wy) =1 (Ux+ Vx; UytVy) + (Wx; Wy)
=1 ((Ux+Vx) Wy (Uy+Vy)+ Wy) = (Ux+Vx + Wy Uyt Vy+ Wy)  [3]
donde hemos usado la definiciéon de suma de vectores (1) y suma de niimeros reales (2)
G + ((/ + VV)= (ux uy) + [(vx vy) + (Wx; Wy)] =1 (Ux; Uy) + (Vx+ Wy Vyt+wy)
=1 (Ux+ (Vx +Wx); Uyt (Vyt+ Wy)) =2 (Ux+ Vx +Wx; Uy+vy+ Wy) 4]

Como en [3] y [4] coinciden las expresiones se cumple con {u+V J+w = u+ (V + W).

= Probar que valen las siguientes propiedades: conmutatividad, la existencia del elemento
neutro — vector nulo- y la existencia del elemento opuesto.

2) Para todo ;/y W resulta que V+W=WHV. [conmutatividad]

—

3) Existe un elemento O = (0,0) tal que para todo vector V resulte que O+v=v+0=v.
[elemento neutro]

4) Cada vector v tiene un vector —inverso aditivo u opuesto- denotado —v tal que

V+ (— V) = (— V)+ V= 0O [elemento inverso respecto a la suma]

Nota: El vector nulo es un vector de caracteristicas particulares: su intensidad (médulo) es
cero pero carece de direccion (recta donde se encuentra —tiene infinitas opciones-) y de
sentido.

Producto de un vector por un escalar

Dado v = (v,;v,)y a€R se define el producto de a porv como un nuevo vector a.v donde
aVv=aVv=a.(V;V,)= (v, aV,)

como tanto vx, vy y a0 €R, resulta que las componentes a.vx y a.vy son también ntimeros

reales y tenemos por resultado un vector de R2.

‘ Al relacionar dos conjuntos (R y R?) se trata de una ley de composicion externa de R x R? — R2.

- Sea A= (2;4) y v=OA.
a) Graficar V.
b) Obtener analiticamente w = 2v y u=-Y%y y graficarlos.

¢) (Qué ocurre con el sentido de v sise lo multiplica por un nimero positivo?

¢Y por uno negativo?

d) ;Qué sucede con el tamano si se lo multiplica por un niimero de valor absoluto mayor
que uno? ;Y entre 0y 1?

* La operacién producto por un escalar tiene las siguientes propiedades que deben
probarse:
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1) Va,BeRA Vve R? resulta que a.([ﬂ.\?) = (a. ﬁ).\? [asociativa mixta]

2) Va,BeRA VveRZ= (0(+[3);/ = v+ [3;/ [producto distributivo respecto a la suma]
I1.1.3.1 Comentario

Si se tiene un conjunto A con la estructura de cuerpo!” (como los reales) y otro V (por
ejemplo R?) y definimos las operaciones + y - como lo hicimos recién; si ademas ambas
operaciones son cerradas y cumplen las ocho propiedades se dice que V es un espacio
vectorial sobre A. En nuestro ejemplo es R? un espacio vectorial sobre R (también se lo
llama espacio vectorial real).

Nota
La resta de vectores puede considerarse una
combinacién de las dos operaciones indicadas:

U-V=U+(—V).

En el esquema se observan los vectores suma y
resta. Dados u y v, la diagonal principal del
paralelogramo que forman da el vector suma; la
otra diagonal da el vector resta siendo la
orientacion desde el sustraendo al minuendo.

MAVAVAAAAVAVAVAANAVAVAY VAVAVAVAAN MVAVAVAVAMAVAVAVAVAVAMAVAVAVAVAAMVAVAVA AV AAVA A AMVAAVAMAVAVAVAVAVAAVAVAVAVAAMAMMVAVAMAAAVAVAVAVAAAVAVAVAAA

| Actividad de refuerzo 5
Un atleta recorre el circuito ABCDEEF. Si parte de A=(1; 3) y luego se desplaza seguin los
vectores V, = (-1-2), v, =(-33) , v, = (-L-6); v, = (6:2y Vs = (-13).

Halle la coordenadas de las postas B, C, D, E y F. Grafique.

N
A

¢Qué vector representa un desplazamiento directo de A a F?

I1.1.4 Equivalencia de vectores

Por lo anterior podemos definir que dos
vectores son equivalentes si trasladados al
origen son iguales.

O sea MNes equivalente a PQ
si N-M=Q-P.
La resta nos lleva a un punto del plano T tal

que OT sea equivalente a MN.

17 Queda como tarea la investigacion de este concepto.
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= Para el esquema:
a) Indicar las coordenadas de M, N, P, Q y T.
b) Comprobar que se cumple la equivalencia.

¢) Si E= (-1; -1), obtener F tal que EF sea equivalente a PM . Graficar ambos vectores.
d) Dados los vectores MN y TScon M= (0; 2), N=(-2;-1), S= (4, -1) y T= (2; 1) hallar

analitica y graficamente el vector S = MN +TS

Actividad 3
Dados los puntos S= (1; 2), T=(-5; 1), U = (-3; -3). .
Q Q
a) Obtener analitica y graficamente L tal que: y N u
OL=2. 0S+OT~-1/5.0U =
P P

b) Conseguir tres puntos N, N’ y N” tal que cada

uno de ellos con S, Ty U formen un o J

paralelogramo (recuerde la propiedad de la
suma).

c) Si P= (px, py) y Q= (9~ qy) demuestre que el punto medio M del segmento PQ se obtiene
efectuando M= %. (P+Q).
Ayuda: trabajar con el grafico anexo al comienzo de la actividad.

I1.1.5 Paralelismo entre vectores
* Elegir un vector v=(v,;V,)y considerar los diferentes vectores w que se obtienen

haciendo w=a.v
Tomando -por ejemplo- a= 2, a= -3, a= ¥ dar los tres vectores w (W,, W, ,W, ) colineales

conv y que tendran igual o diferente sentido segtn sea el signo de a.

—_—

Si se piensa un poco la situacion nos da la idea de cémo ver si los vectores MNy PQ son
paralelos.
Para empezar es razonable que los cuatro puntos estén dispersos en el plano y una manera
de compararlos es conseguir vectores equivalentes a ambos pero que tengan un origen en
comun.
a) ¢Cual punto parece el mas adecuado?
b) ;Como conseguir vectores equivalentes pero con punto de inicio en dicho punto?
c) Estando alli, ;qué caracteristica debieran tener los vectores para que resulten
paralelos?
Actividad 4
a) Si M= (5; -2), N=(3; 1), P= (4; 0) y Q= (-2; 9) compruebe que MN // PO.
b) Obtenga T tal que MP// TN y tengan sentidos contrarios.
¢) Dados V= (1-; B+2) y W= (2, —B).
Hallar los valores de {3 reales para que v y Wsean paralelos.
Expresar ambos vectores e indicar si conservan (o no) el sentido.
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I1.1.6 Longitud o norma de un vector

Siv= (V,;V,) se puede obtener su longitud que anotamos

”\7” utilizando el Teorema de Pitagoras.

Tomando en cuenta el esquema, en el tridngulo inferior

la hipotenusa toma valor |M| y los catetos |vxl y lvyl,

donde las barras indican valor absoluto de un nimero
real (;porqué deben usarse?).

*. como v =)y |vy|2 :(vy)2

Se tiene M2 = v, |’ +|vy
despejando queda:
M) = o + (v, 7
Por ejemplo para v= (3;3+/3) resulta que ||v| = JGY + 33 - o1 93- 436-6;
si W= (-2-5) es H\TvH = J(2) +(-5)* = Ja+25=+/29.
Se puede observar que v = (3:3+/3) = 3(1; v3)= 31 y es razonable esperar que las

longitudes de VYU sea una el triple de la otra.

Efectivamente HGH = H(l; J3 ]‘ =@y + (\/§ )2 =4 =2; resulta que 6 =3. 2 como se

estimaba.

Actividad 5
a)Siv=(-50)y u= (4; —3) calcular las normas de los vectores u,v,u+v yu—v .

- > — —_—

b) ¢Como haria para hallar la longitud de un vector MN conociendo M y N?

Aplicarlo con M= (5; -2) y N=(3; 1).

c) ;Cuales son los valores de x reales para que la distancia de A a B sea 10 sabiendo que
A=(x—4; -3) y B= (x+4; x-2)?

d) Obtenga el perimetro del cuadrilatero RSTU si R= (1; 0), S= (4; 4), T= (-5; 4) y U= (0; -8).

e) ;Como obtener un vector de tamano uno —llamado unitario- que sea paralelo a otro no
nulo que se haya dado?

Ayudarse con V= (5, —12)—comprobar el resultado— pero no olvide de generalizarlo para
cualquier vector (x, y) no nulo..

f) Explique por qué resulta que la norma de cualquier vector no nulo es mayor que cero.

g) Demuestre que V v de R? y c €R vale ||C;/” =|d. \7|

h) Explique con sus palabras qué interpreta con la siguiente relacion’®:

Vu,V vectores del plano vale ||u + V|| < ||u || + || V|| .

Nota: aytidese con un grafico cartesiano.

18 Se denomina Desigualdad triangular.
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| Actividad de refuerzo 6
a) A= (2; -3), B= (1;-1) y C= (-1; 0). Hallar D si BD=2AC
b) Construir todos los VvParalelos av= (—=4;3) de longitud 1 e igual sentido.

AN

c) Hallar u tal que sea paralelo a V= (—4;3) y de longitud 2. ;Cuantos existen?

d) ;Qué puntos C = (x; 1) forman un triangulo ABC equilatero con A= (0; 0) y B= (0; 2)?
Corrobore geométricamente su respuesta.

e) Dados M = (-1; -5), N = (3; -2), P=(1; 1).

Obtener Q tal que MNPQ sea un paralelogramo (en ese orden; aytidese con un esquema).
Verifique que con el Q obtenido es efectivamente un paralelogramo.

éClAlél es su Herimetro?

A VAAAVAAAAAAVAMNAVAVAAAVAAAVAAAVAAMVAAAAAAAAAAAVAMAVAAMAVAAAVAAVAAAVAAANAAAVAAAVAAAVAAAVAAAVAAVAAAVAAAAAAVAAAVAAVAVAAVAVA

I1.2 Recta por y fuera del origen en el plano.

Dado un vector no nulo v = (v,;v,) que llamamos
vector director consideramos los vectores que se

obtienen al multiplicar a v por cualquier valor real
Q.

Osea w=a.v; Ww=a.(v,;Vv,)=(a.V,;a.V,)

En el grafico se han marcado diferentes puntos
que son los extremos de los respectivos vectores

w; el tomar todos los valores posibles de a
produce la recta R graficada.

(Qué ocurriria si pretendemos obtener todos los
u=a.v+P
con P =(px, py) un punto del plano (y que podemos pensar como .....)?

Observar el grafico de ayuda. (

Se ha vuelto a dibujar la recta R dirigida por v y una
serie de puntos de ella. A cada uno de éstos se le ha
sumado el vector libre t =OP obteniendo asi una

serie de puntos de una recta R’ paralela a Ry que

pasa por P.

La expresion [: u=a.v+DP| [l12.1] o

(s uy) = a.(V,;Vy ) + (P Py)| [112.2]

con a€R se denomina ecuacion vectorial de la rectar.
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U, =av,+ p, (23]

U, =av,+p,

De la expresion [11.2.2] se obtiene {
y

que son las ecuaciones paramétricas cartesianas de la recta.
Notar que se tienen dos ecuaciones®.

Ejemplo 1

a) Obtener la ecuacion de la recta r1 que pasa por el

punto (2; =3) si el vector director es V= (=5; 2).

Graficar 1.

‘(x; y)=(2;,-3) + a. (-5; 2)‘ con a€R o

X=2-5«a
y=-3+2«

b) Dar 3 puntos de la recta diferentes al (2; =3).
Sia=2setiene A= (2;-3)+2.(-5;2)=(-8 1);
a=-1,B=(2;-3)-1.(-5;2) = (7; -5); a =2, C=(2; -3) +Y2.(-5; 2) = (-V2; -2).

c) ¢El punto (—68; 24) pertenece a la recta?
Para que esto ocurra debe existir un valor de a que cumpla (-68; 24) = (2; -3) + a.(-5; 2)
68=2-5.a — —70/(-5)=14=a
24=-3+2.a —27/2=135=«
Como a no es el mismo para ambas ecuaciones el punto (-68; 24) no pertenece a la recta.

d) ;Qué punto Q de la recta cumple con la condicion que la abscisa sumada al duplo de la ordenada
da cero?
x +2y = 0 — usando las ec. paramétricas
2-5.a0+2. (3+2.a)=0 »4-a=0 - 4=«
Luego Q=(2-5.(-4) ;-3 +2.(4))=(22; —11) —efectivamente x +2y da cero-

Comentario

X=2-5«a . .
En 342 podemos despejar o en la primera y luego reemplazar en la otra.
y=-3+2«a

Tendriamos:

a=—l.(x—2) - a=—lx+§
y vinculandola con la segunda:
1 2 2 4 2 11
=-3+2. (—=X+=)=-3-——=X+— =——X——
YRR gt ) TR Xy T
2 11

= — X —-——

5 5
que es la forma explicita de la recta y la que cominmente usamos en la escuela media.

Si partimos de la forma explicita, ;como llegamos a la vectorial?

19 En el apéndice hemos desarrollado otras formas de expresar las rectas en el plano que no seran
profundizadas en el curso.
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2 2 11 2 11
4 € 1 d 1 f 4 =X —=X——=)=X,—= + 0/ - ) =X 1; -——)+ 0/_
(x, y) ersies delaforma (x, y) = (x 5x 5) (x 5x) ( 5) X. ( 5) ( 5)

’ . L4 . 2 4
De esta ultima expresion vemos que un vector director es el (1, s ) —podria serlo

cualquier multiplo no nulo, como ser el (-5, 2)- y un punto de la recta es el (0, —% )-

Actividad 6

a) Para las siguientes rectas se pide expresarlas en forma vectorial dando un punto de cada

una y un vector director (;cuantos vectores directores tiene una recta?). Graficarlas.
X=-F+1

)ra: y=-Yax+4 2) rs: { ﬁ2 3) re: Pasa por los puntos (1; -1) y (-3; -2)

y=-
b) Se tiene una recta como y=m.x +b.
Pasarla a su expresion vectorial e indicar un punto de la misma y un vector director.

Reescribir a m como el cociente de dos ntimeros reales Ay y Ax [m= %; Ax#0] y
X

reconocer que un vector director de la recta es (Ax; Ay) lo cual justifica lo aprendido en la
escuela secundaria (y visto en la unidad 1) que para ir de un punto a otro de la recta hay
una proporcién que se mantiene constante.

Interprete por qué m suele llamarse pendiente y b ordenada al origen.

I1.2.1 Rectas paralelas y perpendiculares

Dadas lasrectasr: G=a.V+Py r": G=. V4P

Tome una hoja y represéntelas imaginando e interpretando a Vv, v, P y P
(Cual estima sera la condicion para que ambas rectas sean paralelas?

A partir de lo obtenido analice si las siguientes 4 rectas son paralelas entre si:
ra: (x,y)=(0;2)+a.(-1;1) re: (X;y)=(1;,—4)+p. (%5 %) rc. x+y=6
Graficar cada una de ellas y confirmar su analisis.

Analicemos la perpendicularidad en el plano.
1) Supongamos que Ra es una recta horizontal y
por ende su perpendicular es una recta Ro

vertical. Sus ecuaciones pueden escribirse como:
Ra: U= A. (h; 0) + (Xa; ya) con h#0 (;por qué?)
Re: U= A. (0; k) + (xv; yp) con k#0 (;por qué?)
Los vectores directores de ambas rectas son

v: =th; 0)y \Tb =(0; k) respectivamente.

2) Si Rano es horizontal resulta que R» no es
vertical (o viceversa). Se puede escribir a cada

recta del siguiente modo (elegimos la forma explicita para recuperar conocimientos
adquiridos en la escuela media y ver que son consistentes con todo nuestro desarrollo
vectorial).
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Ra: y=ma.x+b

g— ™
Ro: y=mn . x+Db’ Rb
En la escuela la condicidn de perpendiculares Y
1
enRzeraqueo mp =——|. '
m, 1 a
Para justificar lo anterior se trasladan ambas m
rectas al origen ya que la perpendicularidad no “Ma
se vera modificada. 1 X
1
Sean R’a: y=ma.x, R'b: y= ———.x las rectas. \ /
ma
Las tablas de valores permiten graficarlas.
f_ ™
R, R,
X |¥ « ¥
0|10 0|0
1| my, -mg | 1
L r

Si se comparan los tridangulos AOB y DOC rectangulos

se observa que tienen un angulo congruente (el recto) i Ry, )
y AB=OC AOA=DC. D
Por un criterio de congruencia entre triangulos (LAL, Y
lado-angulo-lado) resultan ambos triangulos B R
congruentes. 1 2
OB=0D B A o M,
Por lo tanto: { & = AOB = CDO €M i 1 A X
ABO =COD = 3

Como la suma de angulos interiores de un tridngulo
vale 180, en OAB queda:
o+ ABO+90° = 180° y por lo anterior
a+B+90°=180°— a + $=90°
Ademas del esquema surge que a+ f + A =180° — 90° + A =180° — A =90°
O sea R’a y R’» son perpendiculares como se pretendia probar.

Hemos demostrado que si vale la relacion de pendientes resulta que ambas rectas son
perpendiculares.

Faltaria probar que si son perpendiculares la relaciéon de las pendientes es la dada.
Sean R’a: y=ma.x A Ru: y=mn.x las rectas por el origen.

20 Tacitamente se ha supuesto ma positivo pero puede rehacerse todo el desarrollo con valor negativo y se
llegara a resultados equivalentes —y consistentes-.
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Si usamos las tablas:

- ~
Ra R,

x |¥ x| ¥
_[]' 0 [}_ 0
C1|m, || 1,

\ _ mb

Volvemos a tener un llano entre CéB, DOB y BOA.

De alli sale ot + 3 =90°. R;

A
Pero como en O ABresulta D
o+ ABO+90° =180° — a + ABO=90°; Y
A ~
En OCD sucede que 3 + CDO+ 90° =180° — 1 E. %3
+ CDO=90°
P cl p\|902 My

Comparando las tres ecuaciones sombreadas se 1' ! 1 A X
consigue que ABO= 3 y CDO=«a m, (i

%\

Los triangulos tienen un lado de igual longitud (1) y

los 4ngulos adyacentes a los extremos congruentes (de 90° y CDO =a). Por lo tanto
resultan congruentes.

En particular AB=CO— ma =—/m» (si ma>0 resulta que mv<0 o viceversa).

Luego ma . mp = -1 como se pretendia probar.

+ Asi si Ra fuera la recta y= — é X+4 una recta perpendicular seria Ro: y= gx—l.

Comprobar la relacion de pendientes y graficar ambas en un mismo sistema cartesiano.

Actividad 7

a) Encontrar la recta 11 que pasa por los puntos M= (-2, 1) y N= (1; -1).

b) Obtener los puntos A y B donde 11 corta al eje X y al eje Y respectivamente.
c) Hallar r2 // r1 que pasa por el origen.

d) ¢Cuadl es la recta 13 perpendicular a 11 que pasa por el punto (2; 4)?

e) Graficar las tres rectas.

I1.2.2 Producto escalar de vectores en R?
Regresamos a Ra y Ro perpendiculares —ninguna vertical-.
Ra: y=ma.Xx+b A Re: y=mn.x+Db’
Escribamos sus expresiones vectoriales
Ra: (x5 y) = (¢ ma.x +b) = (x; ma.x) + (0; b) =x.(1; ma) + (0; b)
Re: (x;¥) = (x; mb.x +b") = (x; mw.x) + (0; b") =x.(1; mv) + (0; b’)

Los vectores directores son \Ta = (Vo Vay) = M) y \Tb = (Vi Viy) = @ mM,) [con ma. mp = 1]
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En R? (y mas adelante en R3 R*, ...) se define una nueva operacién entre vectores
denominada producto escalar entre vectores y cuyo resultado es un niimero real (de alli el
término escalar):

V3V = (Vo Vay) (Vo Vi) = Vi Vo Vi Vi

Por ejemplo (-3;2).(4;5)=-3.4+2.5=-12+10=-2
Si se efecttia el producto escalar para los dos vectores directores de las rectas Ra y Ro da
VaVy = (Gm,)- G m) =1+ m,m, =1+(-1)=0
;O sea que el producto escalar entre dos vectores perpendiculares es nulo!

Observar que si las rectas fueran horizontal y vertical se tenia (h; 0) .(0; k) =h.0 +0.k =0
En su momento se profundizara acerca del producto escalar entre vectores y sus
propiedades y aplicaciones.

Actividad 8

a) Si \7=(2a -7, -a)y Vv=(a; 3), hallar a real, v y w para que vLiw.

b) Probar que el tridngulo ABC con A= (-5; —4), B= (-2; -5) y C= (-3; -8) es rectangulo en B.
Obtenga el perimetro y compruebe que se satisface el Teorema de Pitagoras.

Actividad de refuerzo 7

(I) Dada la recta r: (x; y) = a.(—4; 3) + (5; —6). Se pide:

a) Obtener los puntos interseccion con los ejes coordenados. Grafique r.

b) Si Q= (2k+5; —21) —con k real-; ;para qué valores de k resulta Q perteneciente a la recta r?
Dar Q.

¢) Dar la ecuacion explicita de la recta r’ perpendicular a r cuya ordenada al origen sea 4.
Compruebe para este ejemplo la propiedad de las pendientes para rectas perpendiculares.
(II) Sear: (x, y)=p.(3,-5) + (1, 1).

a) Obtenga r’ L r que pasa por el (-1, 2).

b) ;Qué punto de 1’ tiene sus dos coordenadas iguales?

alorv116?

A ARINANRNININRNININNNININNNINNNINNRNINNNNNINNNNN

c) ;Cuales puntos de r’ distan del (-1, 0) el v

R N VAVAN

11.3 El espacio tridimensional (R%)
Ya hemos trabajado en el plano (R?) y se hace necesario agregar una tercera dimension (z o
x3 generalmente).
Para la ubicacién de puntos (y por ende de vectores) en R’utilizaremos una terna de
referencia de tres ejes ortogonales entre si:
x -eje de abscisas-
y -eje de ordenadas-
z -eje de cotas-
cortandose en el punto O llamado origen de
coordenadas.
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Los planos determinados por cada par de ejes se llaman planos coordenados: pl(x,y); pl(x,z)

y Ply,2)-
Todo punto P=(p,,p,,p,) € R’esta asociado a un vector posicién que va desde el origen

hasta dicho punto del plano.
Tenemos p=O0P=( P,, Py, P,) terna ordenada de niimeros reales.

(_ Ny
z —
r U'}
2 AN
P, /"
P= (g , Py P;) 7 4
M
k — i y
; - 2
i \_/
B 3
/ X
x

Un punto como S= (2; 3; 4) indica 2 unidades en la direccién x, 3enlay y 4 enlaz.
Ademas (2; 3; 4) = (2; 0; 0) + (0; 3; 0) + (0; 0; 4)=
=2.(1,0;0)+3.(0; 1, 0) +4.(0; 0; 1) = 20 + 3.jA + 4k donde i, I k son los versores canénicos.

Las operaciones vistas en R? se adaptan en R® del siguiente modo:
v=(XxY,2), V= (X',y',Z') vectores de R® y a€R entonces:

VIV = XY, 2+ (X, y,Z)=(xX+X,y+VY,z+7)

av = a.(X,Y,2) =(aXx,a.y,a.2)

y las interpretaciones geométricas se mantienen.

Actividad 9

a) Representar en el siguiente sistema de referencia los vectores a = (3-2,0), b= (221),
€=(-142),d= (034).

Obtener gréfica y analiticamente € = 2.3, f =-1Db, g=a+ d,h=b-¢

b) Hallar analiticamente rpara que %F ~a+b-2e=d

c) Sean G=(2,1,1) y V=(-2,2,1) hallar a y (3 reales para que W=(14,-5,-1) cumpla conw = U+ /3’.\_/.

Cuando existan los valores de at y 3 diremos que W es combinacion lineal de G y V.

d) ¢Estudie qué caracteristicas deberan tener dos vectores m y npara ser paralelos?

(Para qué valores de k real resultan m//n si Fﬁ=(3—k, k-2, 1)y Fl=( 4,-6, 8-2k)?
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Establezca si los vectores tienen igual sentido u opuesto.

e) En el plano vimos que vectores ABY CD son equivalentes si trasladados al origen

coinciden.

Si A= (1, -2;0), B=(-3, 3, 5) y C= (4, 0, -1), obtener D tal que Xéy CD sean equivalentes.

« Act1v1dad 10 (muy 1mportante)
Probar que R® es un espacio vectorial real.
- Eso significa que:

a)V uyve Riresulta que u+ve R®.

b) Vve R’y YV a € Rsucede que ave R®.

(—

o) Y uvywe R®— (u+v)+w— u+(;/+Vv)

d) Vvywe R® = V+w=w+V.

—

e) Existe O = (OOO)/VVe Rresulta que O+ v=v+O0=V.
v

f) Cada vector v tiene un vector — v / v+( ) ( ) - 0.
g) Va, B RAVVER? = a.(B.V) = (. B).V
h)Va,Be RAVVER® = (atB).V = a.V+ B.V

)VaeRAVV,WeR®= o.(V+FW)= .V +a. W

j)Vve Reresulta que 1.v=v .

I1.4 Rectas en el espacio
Tomemos un vector V= (V,,V,,V,) no nulo.
(Qué obtenemos geométricamente al efectuar

los productos a. v con o un nimero real?
(Cual es el efecto geométrico que le produce

sumarle a a. vV un vector OP = (Pys Pys P,)?

A V se lo denomina vector director de la recta r
que pasa por P.

Cualquier punto X€ R?* debe cumplir con la
existencia de algin a€R para el cual:

X=(x,y,2) =P +a.v

(ecuacion vectorial)

Mas explicitamente:

r (X’yfz) =(px1 py’ pz)+ . (Vx’vy’vz)

(ecuacién paramétrica vectorial)

X=p, +aV,
Y operando r:
z=p,+ay,
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y=p, +aVv, (ecuaciones paramétricas de la recta)
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Despejando (si vx#0, vy#0, vz#0) se obtiene r: = = (ecuaciones

simétricas)

Ejemplo 2
* Obtener las diferentes ecuaciones de la recta que pasa por P= (-1, 4, 2) y que tiene por
vector director al V= (-3, -1, 5).

La ecuacion vectorial (x,y,z)= (-1, 4, 2) + . (-3, -1, 5) con ER.
Lo anterior puede escribirse como (x,y,z)= (-1, 4, 2) + (-3, -3, 5p) = (-1-33, 43, 2+5p)

x=-1-3p
Las ecuaciones paramétricas son: ¢ y=4- 4 , pER.
z=2+5p3

[Se observa que en las ecuaciones anteriores los términos independientes representan las coordenadas de un
punto que pertenece a la recta y los coeficientes de 3 son las componentes de un vector director de la recta].

Si se desea conocer distintos puntos que pertenezcan a esta recta, basta con asignarle a 3
distintos niimeros reales:
Con 3 =1 se obtiene (—4; 3;7); p=-2, (5, 6, -8); p =2, (-°/2;7/2; °|).

Volviendo a la recta, si despejamos 3 en las tres ecuaciones nos da nos da
x+1  y-4 . z-2
Al Ay
e igualando obtenemos las ecuaciones simétricas de la recta:
- X+1 y-4 z-2
-3 -1 5

[En las ecuaciones simétricas, los nimeros que restan a las variables son las coordenadas de un punto que

pertenece a la recta y los denominadores constituyen las componentes de un vector paralelo a la recta].

De r :X—+31 = y;l4 podemos despejar x (por ejemplo)
x+1 =3y -12 — x=3y - 13
Yde Y24 2;2 sale -5y +20 =2z -2 — z =5y +22

x=3y — 13 A z =5y +22)

son las ecuaciones explicitas 6 reducidas de una recta en el espacio (notar que son dos).

(Para que valor de g resulta que (2g-2, g+5, 1-4g) pertenece a r?

Podemos utilizar cualquiera de las expresiones obtenidas, por ejemplo las reducidas:
En x=3y - 13 reemplazamos y da:

2g-2=3.(g+5)-13 — 2g-2=3g+2 — —g=4 —g=-4

Y dez=-5y+22 — 1-4g=-5.(g+5)+22 — 14g=-5g-3 >g=—+4

Como el valor de g=—4 es el mismo hay solucion.
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Ademas el punto perteneciente a r es (2g-2, g+5, 1-4g) = (-8-2, —4+5, 1+16) = (-10, 1, 17).

Actividad 11

a) Sea r’: X;;: y+2;z=-6.

Obtenga la ecuacion vectorial de la recta y dar tres puntos de ella. Indicar si A=(13;1;6) y
B= (4+3.4/3, -2-+/3, -6) pertenecen a la recta. Justifique adecuadamente.

b) 5i S(3,0,-2) y T(1,4,-1), ¢cudl es la ecuacion vectorial de r” que incluye aSy a T?
Compruebe que M punto medio del segmento STpertenece a la recta.

X=-1+21
riey=2- }é A ,A€R. Dar las ecuaciones simétricas y reducidas de r.
z=-41

(Qué puntos (x, y, z) de r cumple con x -3y-z =0? ;Y con -6y +x +z=-13? ;Y con 2x +z=2?

11.4.1 Rectas paralelas, secantes y alabeadas.
Vimos que en el plano dos rectas
podian ser secantes (como caso
especial ser perpendiculares),
paralelas coincidentes o paralelas no
coincidentes. Los tres casos nos lleva
a que las dos rectas puedan tener un
tinico punto en comiin, todos los puntos
en comiin o ninguin punto en comiin.

En el espacio la cuestion de la
interseccion se mantiene pero
aparece un nuevo tipo de relacion
entre rectas. El grafico ayudara?' ala

comprension.

Diagrama Schleqgel

Las rectas Ra, Rv y Re son secantes, \
esto es, se cortan en un punto; Ray Re

son perpendiculares —o sea forman un dngulo de 90°-; Ra y Ra son paralelas (no coincidentes) —sus
vectores directores son paralelos y no se intersectan-y las cuatro anteriores son alabeadas con Re
—no se cortan pero sus vectores directores no son paralelos-; Re es perpendicular a Re y a Ra.

Dos rectas Ry R’ son alabeadas si sus vectores directores no son paralelos y las rectas no
se cortan en ningun punto.

Por lo tanto en R® si dos rectas tienen interseccion vacia no necesariamente son paralelas.

21 http://es.wikipedia.org/wiki/Hipercubo
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Ejemplo 3
Determinaremos la posicion relativa de las rectas de ecuacion:

X=1+y
.  x=17 z+8
niay=-3+2y y 1, 3 :y—4:_—1
z2=-2-y

¢Se cortaran en algin punto?

Si es asi éste debe satisfacer ambos conjuntos de ecuaciones.

Al tener las ecuaciones paramétricas de r1 las reemplazamos en las simétricas der2 y
analizamos condiciones.

1+y-17 -2-y+8 -16

~r— :—3+27—4:—7£ — —73 =2y-7=y-6

De laigualdad 2y -7 =y -6 deducimos y=1 y comprobamos que se cumpla r _316 =2y-7

1_—316: 21-7 osea-b5=-b.

Se cortan en el punto (1+1, -3 +2.1, -2-1) = (2, -1, -3).

El sistema resulté compatible determinado (tiene una tmica solucion).

Nota: a veces puede tantearse acerca de las posibilidades en la posicion relativa de las rectas. Si
encontramos los vectores directores de ambas se tiene (1, 2, -1) y (3, 1, —1) que no son multiplos
entre si y por lo tanto las rectas no son paralelas; s6lo podria ocurrir que sean secantes o alabeadas.

Actividad 12
a) Obtener la interseccion entre los siguientes pares de rectas:

X=2-y x=1+4 X=1+2y
) ryy=l+y y r,:s y=-21 (r,:sy=4+2y y rz:x—3:yT_8:i4
z2=-2y 72=3+21 2=L4y
2

b) Hallar la recta r. que es paralela al vector v=2i -] +k y pasa por el punto (2; 2; 1).

X-2 2y+1 -z-5

c) Obtener 11 paralela a 5 5

y que pasa por U= (4 ;1 ;-6).

I1.5 Norma, magnitud o longitud de un vector en R3
La norma o longitud de un vector PP, esta dada por la longitud del vector equivalente

—_

U = OP, —OP, que tiene su punto de inicio en el origen de coordenadas.
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Si Pi=(x1, y1, z1) y P2=(x2, y2, 22) son origen y extremo del vector, respectivamente, resulta:
U=(X—X;Y, ~Y1:2,— 2)

Si recurrimos al Teorema de Pitagoras, la norma de un vector sera

Ju= JuZ 07 = g - x)P 4 (v, - )+ (2, - 2)°
Si A= (-2, 3,0) y B=(-1, 5, -2) resulta que la distancia de A a B es:

d(A;B) = |AB| =[B- A= 1.2, 2)= 2+ 2* + (-2 =1/9=3

Actividad 13
a) Halle k € R para que se cumpla |||<G|| =2 con U = (24/3-1-/3).

b) Demuestre que |k|||a|| = |||<G|| Vke RAVue R

c) Si u= (-1,-2,2) obtener dos vectores ayB de tamafio uno que sean paralelos a u (llamados
versores).

Seniale otros dos (E y d ) que sean paralelos a u y de tamano 12.

| Actividad de refuerzo 8
X+3 y-4 .
(I) Dada la recta r: =Yt 72k pide:

-2 3
a) Dar tres puntos de la misma.
b) Obtener la ecuacion vectorial de la recta 1'//r y que pasa por el punto A= (1; 0; —6).
({Qué punto de r’ tiene sus dos tltimas coordenadas coincidentes?
Indique un vector director y un punto de la recta r’": 2X—;8 = %_1 = ; .
Piense antes de responder.
(IT) Dadas las rectas r:(x, y, z)=t.(-2, 1, 2) + (1, -3, 4) y r":(x, y, z)=k.(B,— p+2,—p) + (0, -3, 1).
a) Obtener [3 real para que r sea paralelaar’.
b) Compruebe

NN NN NN AN

que ademas r y r’ no se intersectan.

N N AR Y Y Y AR A A A AR AR AV AV NN NN
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Q) Obtenga la dlstanaa entre un punto dery otro punto de r elegldos por usted
x=34-2

(III) a) Dadas las rectas r: (x, y, z) =a.(-5,1,2) + (2,2, -1) y 1’ y=-  compruebe que
z=-3p4-12

se cortan en un punto P. jEncuéntrelo!

b) Obtenga la distancia de P a A=(-24, 9, 7).

c) Sea L la recta dada por (x y, Z) a. ( 0, 1 1) Construya otra recta L’ alabeada a L

A A A A N Z A/ AN AR AV A/ NN

11.5.1 Propiedades de la norma de un vector
Si ay;/ son dos vectores cualesquieras:

- ||U|| > 0 [la norma es un nimero real positivo o nulo. ]

- ||u + V" < ||G|| + ||\_/” [Desigualdad triangular]

Caso Extremo 1 Caso Extremo 2
" e
— 3 < $
Si el tercer lado midiera 7 el f}'idﬂgu!ﬂ Si el tercer lado _ﬁ{era 1 no se _fl'.j}']‘ﬂa
no se formaria pero la suma existiria triangulo pero existe la suma vectorial

3- que [K|u| = [ku| vke RAvUE R

I1.6 Productos entre vectores de R®
En esta seccion nos ocuparemos de los distintos productos entre vectores (interior o escalar,
vectorial y mixto), sus propiedades y su vinculacién con la geometria y la fisica.

Desde el punto de vista geométrico el estudio de estos productos nos permitird introducir las
nociones de dngulo entre vectores, norma

- _—

de un vector, distancia entre puntos,
paralelismo y perpendicularidad,
proyecciones, concepto fisico-geométricos

de drea y volumen, entre otros. ) A v

I1.6.1 Angulo entre vectores

Si dos vectores ay;/ son no nulos, se ~ = i’
entiende por angulo entre ellos al ’ ! -
ntimero real 6 = ang(u,v) (entre 0y ) v ! v

siendo @ el angulo entre las direcciones

de los vectores uyvcuando se
trasladan a un origen comun.
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Para vectores paralelos el angulo es 0° o 7; si son perpendiculares es Y21 y se dira que son
ortogonales.

11.6.2 Producto interior (6 escalar 6 punto) en R®
Se puede comenzar una presentacion axiomdtica de producto interno y luego deducir
nociones de angulo, distancia, etc. o a partir de alguna de ellas llegar a su expresién candnica.

Sean uyV dos vectores entonces el producto interior entre uyv es?:
_ ([ -co si uzdav=0

Uev= - -

0 si u=0vv=0

[1L6.2.1]

En I1.2.2 hemos presentado una definicion alternativa; resulta una consecuencia de la otra.

El teorema del coseno en un triangulo cualquiera ~ ~

establece que “el cuadrado de un lado es igual a la suma de

los cuadrados de los otros dos menos el doble producto

entre ambos y el coseno del angulo que forman”.

2 -2 - -
= M -2

Sean U = (u,u,,u,)y V= (V,,V,,V,); GeV =||d||v].cost; \

- - 2 —
Simbdlicamente: Hu —\/‘ — Z.HU .cos9

reemplazando llegamos a:
- -2

HU _\/‘ = (uX_VX)z +(LIy _\7y)2 +(uZ —VZ)2= (UX)2 —2.Ux.Vx + (Vx)z +(Uy)2 —Z.Uy.Vy +(Vy)2 +(UZ)2—2.UZ.VZ +(Vz)2
M -2

Comparando ambos miembros derechos y simplificando términos comunes,

2 2 — - -
+M = Z.HU 1COSH = (U (Uy o+ (U (Vo) (v (Vo) =2, LoV

—2.Ux.Vx — 2.Uy.Vy—2.Uz.Vz = =2, G 0\7
y dividiendo por -2 se obtiene:

— -

UeV =Ux.Vx + Uy.Vy+ UzVz| [I16.2.2]

Ejemplo 4
a) Sean v=(2, -5, 1)y V'= (4, 3, -3).
Obtener el producto escalar entre ambos y el angulo que forman.

VeV=2 4+(-5).3+1. (-3)=8-15-3=-10

Ademas [V =4+25+1=+/30 y |v]|=v16+9+9=34.
Como vev= [¥]v].cos — 10 v30./34.com -

~-0,313112145 — 0 =1,889264519 (rad) (aproximadamente 108° 14" 49”)

coY = _—10
J/30+/34

22 @ existe si ambos vectores son no nulos.
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b)Si g =(k-3,0,2) y h= (=3, k, 2k-1). Encuentre para qué valores de k resultan ambos
vectores perpendiculares. Indicar los vectores resultantes para esos valores de k.

Los vectores deben ser ortogonales o el angulo entre de 90% como cos90° = 0 resulta que su
producto escalar es cero.
3.(k-3)+ 0k +2. 2k -1)=0 — 3k +9+4k 2=0 — k=-7

Y reemplazando obtenemos J=(-10,0,2) y h= (-3, -7,-15).

Efectivamente el producto escalar vale —10.(-3) + 0. (-7) + 2. (-15) =30 +0-30=0

11.6.2.1 Propiedades del producto interior entre vectores (en R® pero vale para R")

a) v u,ve R®:uev=veu (conmutatividad)

b) Vu,v,we R*:Ue(V+W)=UeV+Uew (distributividad respecto de la suma de vectores)

¢) VaeRA Vu,veR:(au)ev=Ue(aV)=a.(UsV) (extraccion de un escalar)

d) Vuve R*Au=0Av=0:uev=0< ang(u;v) = % (perpendicularidad de vectores no nulos)

e) ‘v’a,\_/e R:uev=0=>u=0vv=0vuLlyV

— - — 2 — — —_—
f) Vue R*:ueu= Hu‘ ; VueR® HUH =4/UeU (relacion producto interior y norma de un vector)

Ejemplo 5

ang(a,(/) :%

a) Calcule Hu” sabiendo que se cumplen simultaneamente v‘ =4
(G-v)Lu

Como (u - V)J_ u el producto escalar entre ambos vectores es nulo.

- -\ - - - - - - - - - —|2 = ||~

(u—v)ou:o — Ueu—-veu=0 — uUeUu=Veu — Hu = v‘.u”.cos@)

Como ninguno de los vectores son nulos (forman angulo) resulta que HGH # 0y podemos

dividir la tltima ecuacion por este niimero.
il =[¥cose) — Jd]-a%-2

_ _ 2 2 - -
b) ¢Es cierto que (U+V)e Bu—V) = SHU“ - M +2UeVv?

> >

(G+\7)-(3.G—\7)=G-(3.6—0)+\7-(3.G—\7)= 60(3.6)—GOC/+;/O(3.G)—VOV:
I = afil —veveaiev|d =

2 N

+2.uov—v‘

c) Probar que en todos los rombos sus diagonales son perpendiculares.

3UeU—UeV+3VeUu—

2
(laigualdad es cierta)

- 3.”&
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Consideremos a A, B, C, D los cuatro puntos del

rombo ordenado ABCD. ~ -

Nuestro objetivo es probar que AC L DBo sea
que (C-A) ¢ (B-D) = 0 que reescribiremos como
(C-A) * B—-(C-A) * D y confirmaremos que esta
cuenta nos da cero.

Recordamos que la caracteristica de un rombo es
la de tener sus cuatro lados de igual longitud:

A8~ [p - [eol - P4

Elevemos al cuadrado todos los miembros:
el =[S =[co] =[oA]

2

- Jadf -fes
—|2 —
Desarrollamos AB‘ = HBC
(B-A)s(B-A) = (C-B)+(C-B)
B*B — B*A — A*B + A*A =CeC — C*B - BC + B*B
simplificando y usando propiedad conmutativa del producto escalar

-2BeA+ [A’= [C[ -2B+C — 2B+C —2B+A = [~ [ — 2B+ (C - A)= [C["- A
B+ (€ -A) =%~ |4}

2

Zz“ﬁq — (D= C)+(D - C) = (A-D)+(A-D)

DsD —De+C — CoD + C+C = AsA — AeD — DA + DD
—2D:C+|C|’=||A]*2D*A — —2D+C+2D+A =||A|’-|IC|’ = —2D+(C - A) =[A|*- [C|* -
-D~(C - A) =%{|A - [}

De igual forma HC—Ij

Realicemos la cuenta buscada:

(C-A)*B-(C-A)D=

B (C-A)-D ¢ (C-A) [por propiedad conmutativa del producto escalar]
Reemplazando por las expresiones sombreadas:

v(lcl*~ A" (A~ Ie]")
= 1/2{||C||2— ||A4|2 +||A||2— ||C||2 }= %2.{0}=0 que es lo que se pretendia probar.

Actividad 14
a) Sean U= (5-13)y v=(-321); hallar un vector w perpendicular al eje x y que cumpla

c0n|aov_v: 9‘ y |\_/ov_v:—14‘.

b) Si u= 4,2,0)y v= (1, 3, -1) obtener W y r tales que cumplan simultdneamente con
wilu
rlu . Verifique su solucion.
V=W+r
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&) Actividad de refuerzo 9
(I) a) Compruebe que los puntos A= (1, 1, —4), B=(3, 0, -6) y C= (-7, 5, 4) pertenecen a una
misma rectar.

b) Obtenga el punto Q de r tal que Wj sea ortogonal a v sabiendo que M=(8,0,-14)y v=
6,1, -1).

¢) ¢Cuanto vale el 4ngulo entre v yﬂé ?

(IT) Obtenga la norma de un vector v sabiendo que (31] - 2\7) . (G + \7) =-9,

UH = 2y el

angulo entre ay v vale 120°.
Justifique claramente cada propiedad que vaya utilizando.

INNNANN, NN, INNNANN, N IRININININNNNINININNINNNNININININNNNININNININNANNNININNNNNNNA

11.6.3 Proyeccion de un vector sobre una direccion
En geometria, la proyeccion ortogonal de un
punto sobre una recta esta dada por un punto
ubicado sobre la recta que es la interseccion
entre dicha recta y la perpendicular a ella,
trazada desde el punto cuya proyeccion
estamos buscando.

En el grafico la proyeccion esta marcada con
ese nombre.

No lo son p1, p2, ps, p+ y ps.

La proyeccién de p es p” y de g es q’; la del

vector pg es pP'q'.

Comencemos con un angulo 6 que sea nulo o agudo.

Traslademos pg con comienzo en p’ y nos da el vector que

denotaremos ab.
Las longitudes entre los segmentos p'q’ y ab estan
relacionados por el coseno de O:

|| pl ql||
cos =-—— — |labjcost =|p'q]
"atﬂ ” ” " ”

La direccion de la recta r nos la da un vector director v.

Si multiplicamos ”a_b” cosv = ”ﬁ" por |V| tenemos:

— Ppgev=pig

e cos |- [ ] - e 5

Y

yaque pqy ab son equivalentes.
Despejando:
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pw *v = p'q'= proy .escalar, ﬁ:{

(Qué ocurriria si angulo 0 fuera recto?

...................................................... (complete usted)

Veamos la situacion de un angulo obtuso o llano.
Los angulos O y  son suplementarios (y 3 menor a un recto) y
por lo tanto el cosO es negativo (ademas vale que cosO = —

cosp).

Lo primero que uno nota es que el vector p'q" es colineal,

con sentido opuesto al vector V lo cual no es un dato
menor.

Si al desarrollo recién hecho lo repetimos usando a 3 en
reemplazo de O seguimos teniendo una relaciéon de
longitudes:

o] cos[v| = [y

Pero si nosotros queremos significar un sentido opuesto
al sentido de vV, a p'q' debemos asociarle un valor

negativo con lo cual debiéramos definir que:

7]~ 009 =) - cos i [ s - e

Y si de alli surge que nuevamente:

pW'V p'q' = proy .escalar, pq

Resumiendo:

La proyeccion escalar de un vector Ed en la direcciéon de un vector Ves un niimero
(positivo, negativo o cero) que geométricamente indica la longitud -asociada a un signo-
de la proyeccion perpendicular del vector pq sobre V.

Si el angulo entre V y pq es menor a 90° el valor serd positivo; si el angulo supera los 90°
(hasta 180°) el resultado sera negativo.
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Podemos obtener el vector P'0' multiplicando a p'q’ por el vector V normalizado (o sea

de tamano uno).

—— —— VU _ pgevV V
Asi P'q'= p'a’e = oo —
B 2 I

o Vi . — L _
proy; pg=pq = [ b4 ]-V proyeccion del vector pq en la direccién del vector V

Si fuera v un vector normalizado (consideramos a V) la expresion se reduce a:

_ —

proy, pq = (ﬁ . \7)\7 y | proy .escalar, pg = pq eV

Ejemplo 6
Sea A= (3,-4,0)y B=(2,-2,-1).
Obtener las proyecciones escalares y las proyecciones de Asobre B y de Bsobre A.

Al ser mas sencillas las expresiones con los vectores normalizados obtengamos Ay B.

A= vo+16+0=5; [B]-varari-3; A- 840 15 4,
A | 5 5

é:w:l(g,_zi_l)
3 3
Luego proy.escalargz\ = proy.escalaréﬂ = AeB= (3-4,0)e % = 1_;
. -\ s 14 (2-2-1) 14 28 28 14
roy-A=|proyescalaf A|B= — ——" = =" (2-2-) =(—,—,-—
proy. (py B) 3 3 g )=(5 5

proy.escala{\ B= proy.escalag\E —BeA= (2-2-1)e @ = %

IOVOYZE = (proy.escalaﬁ E) A=

14 3-40)_14 . 40 42 56
5 5 25 25 25
Resumiendo:
lar. A — 14 | = 14
proy.escalat —E; proy.escalar B_E ;
~_,28 28 14 = 42 56
royA=(—,-—,-=); proy-B=(—,-——0).
Proy (9 9 9)pyA (25 25)
Actividad 15

a) Efectuar geométricamente las proyecciones de

los vectores A, B,C, D, E sobre los vectores UG, V

y W.
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b) Completar la tabla indicando si la proyeccion del vector sobre el otro da positiva,
negativa o nula.

Proyeccidn escalar
sobre estos vectores
1] v W

Al O
B
c <0
D
E

c) Obtener las proyecciones de Asobre B y de Bsobre C si A= (24,-7), B = (1,—11)y
C = (6-5-11).

d) Sean ay v dos vectores pertenecientes a R®.
Justificar si es verdadero o falso que si U L v= proy.(u-v) =-v.

Interprete la situacion geométricamente.

e) En el plano se tiene U= 20 —3.J A v=4i + ..
Obtenga [ € R -si existe-, tal que ocurra lo senalado en cada caso:

— - _— - -~ - 1
ell ulv e2] ullv e3] |Proy.u|=3 ed] Cos(ang(u,v))=—5 N 2

11.6.4 Desigualdad de Cauchy-Schwartz
Siu,v €R (nEN) se cumple:

(IL.6.4.1)

uev <[l

donde las barras simples indican valor absoluto de un niimero real?.

Demostracion

a) Si alguno de los vectores es nulo tanto el producto escalar con otro vector como su
norma se anula y por lo tanto la ecuacion (11.6.4.1) se satisface.

b) Sean entonces ambos vectores no nulos y efectuemos el siguiente producto escalar:

(l_j + A.\?)o (G + /1.;/)= H(G + /1.;/]‘2 donde A es un nimero real.

La igualdad da un niimero real no negativo (la norma no puede serlo) y varia con A.

2 Al desarrollar el ejercicio obtendra dos posibles soluciones, una de las cuales debera ser descartada.
Explique por qué y en cual paso debe establecerse alguna restriccion para que no aparezca esa solucion
extrafa.

2+ Antes de efectuar la demostracion es interesante sefialar que si hubiésemos arrancado con una presentacion
axiomatica del producto escalar luego se define una nocién de distancia y de angulo.

- -

.. -~ uev
Esta ultima serfa: si UyV # 0, el angulo 0 entre Uy V es aquel entre 0 y 7t tal que COSH = ﬁ‘

—

ufl|V]
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Desarrollamos el lado izquierdo:

(o429 o+ 49)= ot o (a9)+ (2v)ot+ (2v)e (29)=[d] "+ 2dev+ veu+ 2avev=

i =10

|2 - - - -
:”u” +2iUeV+ Aveu+ A2

-2

).
Como siempre es f (1) >0 (recordar el subrayado de mas arriba) tiene una o ninguna raiz
real (a lo sumo corta una sola vez al eje A).

i e
S Gevf <[

i

Por ende el discriminante es < 0.

(2Gevf -4

2

— 4l )
JUT

que es lo que se pretendla probar.

U

I1.6.5 Trabajo de una Fuerza

Si una fuerza constante F se mantiene aplicada
sobre un cuerpo que se desplaza un recorrido

o

-
% Punto final

recto Ar (al cual le asociamos un vector Ar para
incluir el sentido de movimiento), ésta produce

un trabajo L dado por la expresion

Punto iv

Si acttia una fuerza F = (-3, 4, 2) [en Newtons] a lo largo de la recta

r: (x,y,2)= (2, -1,7) + t. (-1, 3, 3) [en metros] desde t=0 hasta t=4 se tiene que:

a) Las posiciones iniciales y final son (2, -1, 7) y (-2, 11, 19).

b) Por lo tanto Ar = (-2,11,19)- (2, -1, 7) = (-4, 12, 12).

c) Luego L = FeAr= (-3,4,2)°(4,12,12) =12 + 48 + 24 =84 (en Newton por metros, o sea Joule).

Ejemplo 7

Sila fuerza fuera variable o el recorrido no recto se hace un abordaje infinitesimal
utilizando herramientas del Analisis Matematico.

11.6.6 Descomposicion de una fuerza en2 y 3
direcciones.

A veces es preciso descomponer una fuerza en dos o
tres direcciones. Nuestros aprendizajes permiten
producir una respuesta.

Mostremos un ejemplo en el plano y otro en el espacio:

Ejemplo 8

a) Descomposicion de la fuerza peso en el plano inclinado
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Si un cuerpo sube a velocidad constante debe compensarse la componente en la direccion

del plano (E):) con la accién de una fuerza T ; por otro lado la resistencia del piso ('F )

impide que nuestro cuerpo se hunda (debido a Ey )-

El problema se resuelve de manera sencilla usando trigonometria pero lo abordaremos

desde otro angulo.

Consideremos un vector V en la direccién del plano unitario (o sea un versor) y otro Wen

la direccidn perpendicular. Nuestro sistema de referencia es h-v.

Un vector en la direccion del plano es (12; 4) o también (3; 1); si lo normalizamos nos da:

@) _@n_ 1 (31);

J32+12 10 10

uno perpendicular y en el sentido y direccion de la normal seria (-1; 3) -notar que la

componente v vertical es positiva y el producto escalar da cero- que normalizado da
~ 1

W Tio (=13

Supongamos que un peso de 20 N (aproximadamente 2kg de masa) quiere ser
descompuesto en ambas direcciones. Para eso debe ocurrir que existan a y 3 tal que:

V=

32

0=— L L=3a

1 .. 1 ) V10 +10 N

—.3D+p. —.(-13) — — 3

TR AN R B IO R B R
~v10 10

P = (0; -20) =a.

— a 9a - _10x

—20=-2% ;% 7 _20= _2J10= _2J10-
NTENT fio  72R0=a[-2f10-a

p=3a p=3a _){ B=8a _ |p=-6J10 _ [B=-6V10
a =-2410

Luego
P-P+P-a

1 . 1o

— 1 N _ (A
PX_—Z\/]__OE(?)J-)—( 61 2)

— 1 N (A
Py = —Gmm(_lg’) - (6’ 18)

Observar que las componentes h y v de ambas componentes del peso dan con los signos
correctos y ademas Ex + Fy =P.

Ademas las normas de EX y Hy son respectivamente V40~ 6,3246 y
v360~189737.

En Fisica la situacidén se resuelve utilizando trigonometria:
Px=P.sen0 y Py=P.cosO ,tg0=%12 — 0=18°26"6"
Px=20.sen(18°26" 6”") y Py=20.cos(18°26" 6”)

Px=6,3246 ; Py=18,9737; se observa que coinciden ambos
resultados.
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b) Veamos una descomposicion en el espacio.

Sea F= (14; -5; 13) N; hallar las componentes en las direcciones de los vectores \Z =@1-23),
= (20-1) y v; = (012).
Sean Fl , F2 y F3 las componentes segun esas tres direcciones.
O sea E:F v, +F,V, +F3.\73
1
.(1,-23), V. —=.(012).
\/_ 5 J_

F=FV+F,V,+F.N,= (1-23)+F,. \/_ \/_

\/_
\/—,BFz\/—Y7F3\/—

raices cuadradas consideremos a o = F,.
14,-513) = «.(1,-23) + £.(20,-1) + ».(012)

.(2,0,—1) y Vv, =

(20-1) + .(012) y para no trabajar con

14=q +2f 14— =2p3 7-Yoa = 3 7Yoo =3
-5="20+y — -5+2a=y — -5+2a=y — -5+2a=y
13=3a—f+2y 13=3a-fB+2y 13=3a—f+2y 13=30 - 7+%a —10+ 4a
7-Yoa =B 7-You =B 7-Yoo =B 5=2 F, =545
—5+2¢=y — {-5+2a=y — {-5+2a=y — {3=y — {F,=345

13= 750 17 30= 75« 4=q 4=q F, =4+/14

F=F¥+F,V,+F,V,= 4\/_4\/_(1 23) 4 5/B.—.(20,-1) + 3/5.—=..(012)

V5 J5

= (4-812), F, = 100-5)y F, = (036).

I1.6.7 Producto vectorial
Una nueva operacion definible Gnicamente entre vectores de R® es el producto vectorial.
Sil= (ux,uy,uz) y V= (vX,vy,vZ) es

UXV=UAV=(U,v,-V, U,;U,V, —V,U;u.V, —V,.U,)

Recordar la formula anterior es un poco tedioso por lo que se utiliza la siguiente regla
practica que mas adelante se asimilara al concepto de determinantes.

Una matriz es una disposicion de nimeros en filas y columnas. Definimos determinante de
una matriz cuadrada —igual cantidad de filas que de columnas- de dos filas y dos columnas

a
[ d) -a, b, ¢ y d son nimeros- del siguiente modo?:
C

5 Las barras en vez del corchete o el paréntesis de una matriz “cuadrada” indica el determinante de dicha
matriz. A lo largo del curso profundizaremos sobre “matrices” y “determinantes”.
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detab:ab
c d c d

A continuacion para efectuar u A vdisponemos en una matriz de 3x3 los tres versores

— -

canénicos de R® y luego dos filas ordenadas para U y V.

3
‘ = a.d — b.c|; por ejemplo 4

-5
A ‘: 36— 4.(-5) = 38

A

ikl | j k
uav=|u, U U= u, ul-|u ul+u, U, donde hemos suprimido los
v, Vv, Y,

vV, V,| v v,| v, Vv

y X z X y

elementos de la fila y de la columna de cada versor en forma selectiva. El signo menos (-)

antes del segundo determinante lo aplicamos aqui “por decreto” y tendra su explicacion en
el momento de desarrollar el tema determinantes.

Esto altimo se traduce como:

— - A

UAV=1.
\'

oo =1 (u,v, —u, v, )- Tu,v, —u,v, )+ ku,v, —uy v, ) (%)

y Ve

M u, uy,

_J.

X z X Vy

Uav=ilu,v, —u,, )+ Ju, v, —uy,)+ ko, v, —u,v,)

Observar que ambas expresiones (*

~

y (**) son coincidentes.

2 4| -3 4| ~|-3

: -] +K, =
0 - 5 — 5

* El producto vectorial resulta ser un nuevo vector que es perpendicular a cada uno de los
vectores que lo generaron.

i
Asi(-3,2,4) A (5,0,-6)=|-3 2
5 0

F.(-12) - ].(-2) + k.(-10) = (12, 2, -10)

~

N

\ /
L http:i/es wikipedia org/wikiProducto vectorial

En nuestro caso (-12, 2, -10) L (-3, 2, 4) pues (-12,2,-10).(-3,2,4)=36+4-40=0y
(-12,2,-10) L (5,0,-6) puesto que (-12,2,-10). (5, 0, -6) =-60+ 0 + 60 = 0.
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Hagamoslo en forma genérica:
uluav= (u,,u,u,)e(u,.v,-Vv, U, u,V, —Vv,U;u.Vv —Vv,.u)
= UxUyVz — UxUzVy + UyUzVx — UyUxVz + UzZUxVy — UzUyVx

= UxlyVz — HixtheVy + Edafie — UyUxVz + BethdVy — Bt = ()

De forma anéloga probar que vV L UA V.

Geométricamente (si los vectores son no nulos y no
paralelos) podemos ubicar al vector producto
vectorial de dos vectores -a través de la regla de Ia
mano derecha- en una recta que es perpendicular al
plano que determinan los vectores componentes. P

| 7m0 sreanl niogspatcam 2020 11,01 momeni-zn guiar il

El sentido del vector C = A x B se define por dicha regla:
Se coloca la mano derecha en el origen comiin de los dos vectores A y B, y se flexionan los de esa
mano partiendo de A hacia B. El pulgar extendido define la direccién del vector C = A x B.%

11.6.7.1 Propiedades del producto vectorial entre vectores

Sean u , v , w vectores de R3y/1 € R entonces:

a)Vv uve R :uxv= —(\_/>< u_) [anticonmutatividad]

b) VueRRAOeR :ux0=0xu=0

C) VueR}:uxu=0

d) Vuve RAV e R:(AU)xV=Ux(1V) = A.(UxV)

&)V ivwe R {“_X (VW) =)+ W oo @i - s whal
(V+w)xu = (vxu)+(wxu)

f)y v uve R ||G X \_I"2 = ||G||2||\7||2 - (G . \_/)2 [Identidad de Lagrange]
8) [ = il serd

h) ‘v’a,\_/e RRAUZOAVZOAUXV=0=U//V

Todas las propiedades pueden obtenerse a partir de la definicién.

+ Para cada propiedad exprese en lenguaje coloquial qué significa.
Por ejemplo en a): “el producto vectorial entre dos vectores resulta dar el vector opuesto si la
operacion se efecttia en el orden inverso”.

Nos detendremos un momento en las dos ultimas.
De g) se deduce:

El médulo del producto vectorial de dos vectores nos da el drea del paralelogramo
que tiene por lados a esos vectores.

26 http://cpreuni.blogspot.com.ar/2010/08/producto-vectorial.html
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Utilizando el esquema se observa:

A= fi-h=[i|Flsene= v

Para la propiedad h ) se parte de g);

=0 - 0=|ul[M:ser0 —
O=serd — 0=0° 6 O=180"

Analogamente si los vectores son paralelos
resulta e= 09 O, e=180g httpy//fvwwwovitutor.com/analitica/vectore s/

~ . . = - o producto_vectorial himl
— send=0 — ||U/\v”:0 —uav=_0

si uAv=0— ||U/\vi

Actividad 16
a)Siu = (-3,2,5)y v=2i -] +k calcular uxv, vxu,

Ux \_/" y||2.a x(-3) \_/" (comparar las
normas de estos dos ultimos).

(Cual es el area del paralelogramo de vértices O, u, vy u+v?

b) Sean u= (-34,-2); V= L-43)y W= (-224). Hallar -si fuera posible-:

Dux(V+w)  2)(uev)xw  3) we(uxw) 4) vx(WxV) B)UxW)+V  6)ue(Vew)
¢) Determine si es verdadero o falso, justificando su respuesta:

vu,v,we Ry VvkeR

1) (U+kv)xv=uxv 2) (UxV)eW=Us (Vx W)

3) ux (Vxw) = (UxV)xW  4) u=(-110)Av=(-1X,X) = ullv ¥xeR

11.6.8 Producto mixto
El producto mixto sdlo es posible en E y se define asi:

Siu= (ux,uy,uz),\_/: (Vo Vy,V,) yWw= (W,,W,,w,) el producto mixto [G,\?,VV] es We (G X \_/); el
resultado es un niimero real y primero se efecta el producto vectorial entre los dos primeros
vectores y al resultado se lo multiplica escalarmente por el tercer vector.

Recordando que UxV=(U,V, =V, U, —(U.V, —V,U,).] +(u,.v, —v,.u,)K resulta que:

[U,v,wW]=we (Ux V)= W, UV, =WV, U, —W,.U.LV,+W.V.U,+W,.U.V —W,V.U

Ejemplo 9
Si u= (30-1),v=(-251) y w=(-1-34)es:
-] K
[U,V,W=(-1-34)e|3 0 -1=(-1-34)e(5—115)=-5+3+60=58.
-2 5 1

11.6.8.1 Interpretacion geométrica del valor absoluto del producto mixto

Tres vectores U, Vv, We R® -con origen en O- generan un paralelepipedo cuyas tres aristas

concurrentes son esos vectores.
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El volumen de éste esta dado por el producto de la superficie de la base por su altura:
Volumen= sup.basexlong. altura

Como la superficie de la base puede obtenerse por la norma del producto vectorial de los
vectores aristas se tiene:

V=h[iny

Pero h=||v74|.|cos9| (ponemos valor

absoluto pues el modulo puede ser
negativo)

Volumen= ”\7\,” ”G A \7”.|CO$9| = |Vv- (ﬁ A \7]

O sea que el valor absoluto del producto mixto entre tres vectores nos da el volumen del
paralelepipedo determinados por esos tres vectores.

11.6.8.2 Condicion de coplanaridad entre tres vectores en R
Tres vectores U,V,We R® se denominaran coplanares si sus direcciones quedan incluidas

en el mismo plano. Si esto ocurriera no formarian un paralelepipedo o equivalentemente su
volumen daria cero por lo que podemos resaltar el siguiente resultado:

Dados u,v,we R®, no nulos, serin coplanares si y sélo si el producto mixto entre ellos da cero.

Actividad 17
a) Si los puntos A= (1, 3), B= (4, -2) y C= (-3, 6) son los vértices de un triangulo determine la
amplitud de sus angulos interiores.

b) Sean los puntos: A= (3,2,-1), B=(3,3,3) y C=(6,4,-2)

1) Determine si estan alineados

2) ¢ F = (-2,3,1) es coplanar con ellos?

3) Halle el perimetro del tridangulo determinado por los puntos A,B y C y su area.
4) ;Qué punto D determina un paralelogramo de vértices ABCD —en ese orden-?
(Cuanto vale su area?

0)Siu=(-203);v=(1L-1-a)yw= (3a,9) obtenga ae Rtal que los vectores resulten
coplanares. Mostrar las ternas de vectores que obtiene.

(Para que valores de a resulta que G,C/y t determinan un paralelepipedo de volumen 12, si
t=@31-4)?

d) Demostrar que los vectores del plano G =ai +b.j y V= -bi +a.j son ortogonales para
cualquier a y b reales.
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e) Hallar los valores de k para que:

1) El angulo entre U= (3k, 4k, 5) y V= (0, k,—1) sea de 60°.

2) El area del paralelogramo de lados J y v sea de J6 , con lT =(-2,k0)y \7=(1,—1,1).

f) Si A=(1, -1, 2), B=(1, 3, -1) y C=(-3, -4, 2) probar que:

1) Los puntos A,B y C determinan un tridngulo isdsceles de base BC.

2) La bisectriz del angulo A contiene a la altura del lado BC y a la mediana de dicho lado.

g) Si a=(—2,3,—6), F=(—1,—2,1), hallar un vector t que sea perpendicular a a y r
simultdneamente y que su médulo sea 12.

h) Si u= (031),v=(-142) yw=(-221), hallar r talque r Lu, r Lvy ”Prowa":B.

— -

i) Sea ||a||=3y Uev=10; hallar uew si w=3U—-2v, con u,ve R®.

j) Hallar a y b reales si ;///Vv, v.luconu= (~a ,~1,-b), w= (2,2,%%)y v= (a, 2b, a).

I1.7 Sistema de ecuaciones lineales con dos incognitas y su geometria
a) Consideramos las rectas ri: y=-x+2 y r2: 4x +3y = 3.
Es sencillo graficarla (jhacerlo!) pero nuestra atencion es hacia la siguiente cuestion:

JExistird algun punto P que pertenezca a ambas rectas?

El esquema siguiente nos dara una idea pero no se representa al ejemplo numérico dado.
Se observa que casi siempre tomando un valor x los valores verticales y que corresponden
a las rectas son diferentes, o sea yri # yro.

Pero sucede que en el punto de interseccion de ambas lineas (xp; yp) para el valor xpresulta
el valor vertical de ambas idéntico.

En nuestra situacion se tendria:

Yo =—X,+2
4x,+3y,=3

Esto recibe el nombre de sistema de dos
ecuaciones lineales con dos incognitas.

Se puede resolver sustituyendo en este
caso la primera ecuacion en la segunda.
4Xp + 3.(—Xp +2) =3 — 4Xp —3Xp +6=3 —

Xp=3-6—>xp=-3

Al regresar a la primera ecuacion se

obtiene: yp=—(-3) +2=5
Resulta que el punto de interseccién es P= (-3; 5).
Por seguridad es conveniente verificar la ecuacion utilizada para el calculo de yy.

Un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas donde existe un #nico par ordenado
(x;y) que las cumple a ambas se denomina sistema compatible determinado. Si no hay

Tejiendo el Algebra Lineal - Apunte | - Algebray Geometria Analitica | — Dto. de Ingenieria — UNLAM 58



ningun par ordenado que las verifique se llama sistema incompatible; si existen infinitos
_pares que satisfacen a ambas se trata de un sistema compatible indeterminado.
Actividad 18
i) Graficar en un sistema de referencia tres situaciones donde se muestren los tres casos
recién presentados. !
ii) Dar la expresién de 3 parejas de rectas cada una de las cuales corresponda a cada caso. |
. iiif) Analice qué situaciones pueden aparecer al hallar la interseccion entre tres rectas. '

' Realice la interpretacién gréfica.

b) Veamos esta otra situacion y una nueva técnica para llegar a la solucion.
Se pretende resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

[ 2x-3y=13 ecuaciorl

'{6x+ 7y=23 ecuacior?

(Cambia el sistema si a la ecuacion 1 la multiplicamos por 3? (a)
{ 6x—-9y =39 ecuacior8

6Xx+7y=23 ecuacior?

¢Qué ocurre si a la ecuacion 2 le restamos la ecuacion 3?

Pensar que aqui estamos restando el nimero 39 (que equivale a 6x -9y) (b)

S{ 6x—9y =39 ecuacior8
"|6x+7y—(6x-9y)=23-39 ec4

S{ 6x—9y =39 ec3

1l6y=-16 ec4

[la ec.1 tiene valores més pequefios que facilitan el despeje]
16y=-16 ec4

{ 2x-3y=13ecl
S .

Podemos ver que S” es facilmente resoluble.

De la ec. 4 resulta y=-1; reemplazando en la ec.3 se tiene 2x +3=13 — 2x =10 - x=5

El par (5; —1) satisface las ecuaciones de los 4 sistemas: S, §',.S”” y S’ (jhacer las cuentas!).
Las operaciones (a) y (b) son operaciones elementales entre ecuaciones; le podriamos
agregar la de permutar el orden en las ecuaciones (c). Ademas la ec.4 podria pensarse
como la suma de la ec.2 con la ec.1 multiplicado por (-3).

Los 4 sistemas ejemplificados tienen el mismo conjunto solucion: se dice que son
equivalentes.

Generalizando lo efectuado en el ejemplo podemos recopilar:

Dado un sistema S con n ecuaciones lineales se consigue un sistema S’ equivalente a través de
cualquiera de estas tres operaciones elementales entre ecuaciones:

a) Permutar el orden de dos ecuaciones cualesquiera.

b) A una ecuacién multiplicarla por un niimero diferente de cero.

c) A una ecuacién reemplazarla por la suma de ésta por un multiplo de otra (el factor de
multiplicacion podria ser cero pero no seria muy titil ya que S’=S).

Estas operaciones permitirdn resolver ecuaciones por el Método de Gauss (y de Gauss-
Jordan) que abordaremos mas adelante.
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A proposito se han ordenado los cuatro sistemas escribiendo las variables x e y en ese
orden; se podria haber elegido al revés pero es fundamental optar por uno.

Los coeficientes que acompanan a las variables y los términos independientes (mas alla del
igual) pueden distribuirse en un arreglo rectangular llamado matriz (algo se presento al
introducir el “Tratamiento digital de Imagenes” en la pagina 14).

Vinculado a cada sistema se tiene una serie de matrices pero por ahora nos focalizaremos
en la matriz ampliada del sistema que llamemos M, M’, M y M"”".
Ellas son:

2 -3 13 6 -9 39 6 -9 39 2 -3 13
M = ; M'= ; MU= ; M™M=

6 7 23 6 7 23 0 16 -16 0 -16 16
Esta disposicion (dentro de otras particularidades) impide la dispersion que pudieran
hacer las variables sobre nuestro desarrollo algebraico y de alguna manera lo automatiza.
Cada una de las cuatro matrices presentadas tiene 2 filas y 3 columnas. Las primeras
representan en nuestra situacion a las ecuaciones y las segundas a las variables —
ordenadas- y a los términos independientes.

Las operaciones elementales entre ecuaciones pueden pensarse como operaciones
elementales entre filas.

Analice puntillosamente cudles fueron las operaciones que permitieron ir de la matriz M

hastala M"”.
2X—y+4z=13
Si tuviésemos el sistema 3y—-z=4 cuya matriz ampliada de 3 filas y 4 columnas es
10z=50
2 -1 4,13
M=|0 3 —1! 4 |;lasoluciénesz=5; 3y -5=4 —y=3; 2x-3+20=13 — x=2.
0 0 1050

Evidentemente podemos resolver el sistema desde las ecuaciones iniciales pero la matriz
con tanto ceros y estratégicamente ubicados facilita la resolucién. Es por eso que se nos
hace necesario un tratamiento individual y mas profundo.

I1.8 Matrices. Definicion. Orden.

Una matriz es una tabla de nimeros dispuestos en filas (lineas horizontales) y columnas
(lineas verticales). Sus elementos son numeros reales o complejos y su dimension, tamaiio
u orden es la cantidad de filas y de columnas que posee. Tenemos matrices de 3x2 (3 filas,
2 columnas), de 4x1 (4 filas, 1 columna), etc.

Tejiendo el Algebra Lineal - Apunte | - Algebray Geometria Analitica | — Dto. de Ingenieria — UNLAM 60




2 -1 0
La matriz A= !3 N §] tiene una dimension de 2x3 y decimos que es rectangular; en

5

2> -7
cambio B = { ; } es de 2x2 y se denomina cuadrada (se abrevia cuadrada de orden 2);

como los coeficientes son niimeros reales se dice que BE R>2,

Las matrices las simbolizaremos con letras maytusculas. El elemento que aparece en la fila i

y la columna j de la matriz A se le nombra como ajj. Por ejemplo ai>=-1y b2i=7.
Una matriz C € R*? tendria la siguiente forma general:

Cll ClZ
C21 22 .
C= =[C; j]ici<41<j<» €n donde cualquier cijtoma un valor real.
C3l 32
Cs Cyp

En general una matriz de orden nxm es un arreglo asi

d, d, e e d,
d21 d22 d2m
) ° Y ° - [di,j Lisn;KJsm

dnl dn2 ¢ o d

D:

nm

11.8.1 Igualdad entre matrices
Dos matrices U y V son iguales si tienen la misma dimensién (mxn) y vale:
uj=vijcon1<sis<sm;1l1<j<n.

Esto significa que los valores en posiciones idénticas tienen que ser iguales.

Ejemplo 10

) 2 -41 a+b 1-b 1 )

SiU=VconU = yV= debe ocurrir que
-7 -1 0 -7 c+a b+a-c

(I)2=a+b

2)4=1-b—>b=5 —de(1l)salea=-3

B)-1=c+a—de(l)y(2) sale c=2

(4) 0=b+a—c Se cumple pues 0 =5+ (-3) -2

Actividad 19

a) Escriba matrices reales de los siguientes 6rdenes: 3x4; 4x3; 2x1; 1x2 y 3x3

b) Explicitar A€ R>2 tal que aij = (-1)™. i

c) Idem para B € R* con by = i2— 3j

d) Una matriz se llama columna si es de orden nx1. De 3 ejemplos de diferente tamario.
Suelen llamarlas vector columna.

e) ¢A cudl tipo de matriz se denominara vector fila? Ejemplifique.

f) Una matriz con todos los coeficientes iguales a 0 se llama matriz Nula o Cero (N o O).
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(Cuales son las matrices nulas para 2x5 y 4x4?
-1 4 0 7 -6
g) La siguiente matrizGesdeorden3x5:{ 0 1 3 1 -4
8 32 -2 -03 5
Los elementos gii se llaman elementos diagonales. ;Qué valores puede tomar i en este
caso? ;Cuales son los elementos diagonales?
La matriz G puede pensarse como formada por tres vectores filas Gi, G2 y Gs. Escribirlos.
G,
Se acostumbra anotara G=|G, |.
G?:
De forma similar se reconocen 5 vectores columnas G!, G?, G?, G, G°de formatal que es
G=|c" G* G* G' G°|.AnotarlosG. ¥
h) Una matriz cuadrada cuyas entradas no diagonales son nulas se llama matriz diagonal.
7 00
Escriba una de orden 2 y orden 4. ;Es la matriz| 0 O 0 |diagonal?
0 0O

¢Cdémo simbolizaria a las matrices cuadradas de orden 3?
i) Una matriz diagonal tal que sus elementos de la diagonal principal sean idénticos se dice
escalar. De 2 ejemplos de diferente orden.
j) Una matriz escalar con unos en la diagonal se llama matriz identidad. Escribir 1?2, I>S.
k) Si H es una matriz de mxn se defina transpuesta de H (se anota H") a la matriz de
dimension nxm tal que los vectores fila de H son los vectores columnas de H!. O
simbdlicamente:

[H']ij-[H] i con1<i<n, 1<j<m

Escribir las transpuestas de las siguientes matrices:

3 -55 V17
2 Lo 12
0 3 4 - 4 -9
H=| _[; H'=|411 ->|; H"= S H™= .
-5 [ 4} 5 4 -9 {—9 10}
6 7 045 -4
1 -9 59|

1) Una matriz cuadrada se llama simétrica si es igual a su transpuesta.

Ejemplifique tres matrices simétricas de diferente dimension.

Indique una regla en lenguaje coloquial para decidir si una matriz cuadrada es o no
simétrica.

1) Una matriz cuadrada L se llama antisimétrica si [L]ij = —[L];.

De 3 ejemplos. Dar una regla en lenguaje coloquial.

27 Esta notacion es la mas usada pero puede llevar a ambigiiedad pues puede confundirse con la potencia de
una matriz que se definird mas adelante.
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m) Una matriz se denomina:

triangular superior si todas las entradas por debajo de la diagonal principal se anulan;
triangular inferior si todas las entradas por encima de la diagonal principal son nulos.
Brindar ejemplos de ambas en R>?, R¥»¢ y RS,

I1.8.2 Operaciones entre matrices
a) Solo podemos definir la suma para matrices del mismo orden.
Sean A y B €R™"; se define una matriz suma S asi: s = ajj + by

-2 10 2 n}{s -10 7 —6}_[1 0 9 7:—6}

Por ejemplo
jemp [1 ~3 4 0] |23 0 -32 V17| |24 -3 08 17

b) Producto de un escalar por una matriz
Si A€ER™® y k€R definimos la matriz [k.A] como [kA]; =k. [Alj

(4)—2 10 2 z| [8 -40 -8 -4z
112 -3 4 0| |-4 12 -16 O

Definidas estas dos operaciones podemos pensar a la resta como una combinacion de
ambas: A-B=A +(-1).B

Regresar a I1.1.3.1, pagina 24, al comentario sobre Estructura de Espacio Vectorial.
Demostrar que V= R?? es un espacio vectorial real sobre las matrices utilizando las dos
operaciones recientemente definidas.

c) Producto entre matrices

EnIL.2.2 y I1.6.2 trabajamos con el producto escalar entre vectores. Si tenemos dos vectores
con n componentes cada uno el producto escalar entre ambos es el nimero que se obtiene al
efectuar la sumatoria de los productos entre las parejas de componentes.

Mas claramente

V= (V1 Vp, VeV 1,V ) YW= (W, Wy, W Wy, W)

VW=V W, + VW, + Vo W, +.+ VW, + VW,
Vamos a definir el producto entre una matriz vector fila y una matriz vector columna en este orden.
Sea VER™ y WER™ el resultado de V.W es un numero real obtenido al realizar la

W

W
cuentav, W, +V, W, + V3 W, +...4+V, W, +V,.W, donde V=[v, v, ..v, |[yW=| ?

El siguiente esquema puede usarse como facilitador grafico.
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v.w "

g w

-
PEa
[ ~
v, v, .l Vn/_l [, W, +V, W, hetk VW]

-1

Si A=[6 -3 -8]y B=|-6] resulta que A.B = [6.(-1) +(-3).(-6) +(-8).0] =[12]
|0

Ponemos la respuesta entre corchetes pues el resultado es una matriz de 1x1.

Producido el primer paso se puede intentar la generalizacion del producto de VER™" y
WERP,

Vl Vll V12 Vln
i i ; 2 Var Va2 - Vo

Se piensa a V considerando m vectores filas de n elementos, V =| “ |=
Vm le Vm2 an
Wi W o Wy
1 2 q W21 W22 " W2q

y a W como q vectores columnas de p elementos W = W .. W=
Wor Wpy - Wyq

La siguiente disposicion nos facilitara la compresion de lo que se pretende inducir.

-~

Wt w? we

Wy | Wiz || Wy

Wy | Wn || Wy
V.wW

wpl sz - WH_

1 Yu VYiz - Vi _Vl_Wl VI.FV1 :Vl.Wq_
v, Vo Vo - Yy V. W\V,.W* " v, W?

2" 2

ml vm2 == Vm VM-WI V,,,' W2 : V _Wq

Para llenar cada celda se debe efectuar el producto de una matriz fila por una
correspondiente columna donde ambas tengan la misma cantidad de componentes. Por lo
tanto n debe ser igual a p. O sea sélo se puede multiplicar matrices donde la primera
tenga igual cantidad de columnas que tiene por filas la segunda.

Ademas el producto tiene m filas por q columnas.
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Ejemplo 11

-3 -2 5
-1 5 -7

SeanU=| 4 0 |, Z= ,T=[8 -8 -3,R=|-1
0 1 -4

-1 5 0

a) jCual de los siguientes productos estan definidos?
U.Z, ZzU; UT, TU; ZT, ZR, RZ, UR;RU; TR, RT

Conviene escribir las dimensiones de ambas matrices en el orden del producto y comparar
numero de columna con niimero de fila.

U.Z: 3x22x3 — 3x3 Z.U: 2x3 * 3x2 — 2x2
U.T: 3x2 e 1x3 no se puede T.U: 1x3 * 3x2 — 1x2
Z.T: 2x3 * 1x3 no se puede ZR: 2x3 e 3x1 — 2x1
Las restantes quedan de tarea.
15 -7 2 30 33
b) Efectuar Z.U .14 0= —ver disposicion de ayuda-
0 1 -4 8 -20
-1 5
c) Completar los productos dados en a) que -
sean posibles de resolver. -3 -2
77U 4 0
d) Notar que con los primeros ejemplos surge : 1 5
que la propiedad conmutativa no se cumple: =
.. 1 5 —7||B+20+7 2+0-35 30 -33
existiendo A.B puede no existir B.A o existir { } } = |: }
0 1 —4|]|o+4+4 0+0-20 § -20
B.A y ser de diferente tamano o no coincidir )
con A.B.
Mostrar ejemplos con las tres posibilidades.
Dar un ejemplo donde la propiedad sea valida.
Actividad 20
a) Obtener una matriz GE R>? / 75.G - A2+4 B.C=D"
1 -1
2 - 6 0 - -7 5
con A= , B= ,C=(2 1|yD= (Nota: A2=A.A)
-3 1 -2 -1 0 -4 -3
6 0
a b
b)SiT=| ¢ d | efectuar T.I*?e I>3.T; extraer conclusiones.
e f
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Actividad de refuerzo 10
(I) a) Dar una matriz escalar de 4x4 y otra triangular superior de 5x3.
k+3 Kk*

b) Si M= { k} , hallar k para que M sea simétrica. Dar las M.

c) Sea A de R*?/ ai=i? -3j. Indicar quién es A.

-1 2 5
Sea B=[ A “ +3 J; sabiendo que (A.B)1>=7, hallara y AByB.A
-1 3a 4
(IHsiM=|2a+5 -3 O
b+1 0 -8

a) Establezca los valores de a y b reales para que ocurra que la matriz M sea:
i) Simétrica; ii) triangular superior.
Nota: cada item es independiente del otro.
b) Explique porque no hay valores de a y b para que M sea antisimétrica.
¢) Extraiga una matriz columna de 3x1 de la matriz M (elija usted el a y b si fuera

necesario).
AVAAAAN AN A AAAAAAMAVAAVAAAVAAVAAVAAAVAVAAVAAAVAAVAAAVAAVAAVAAAVAAVAAVAAAVAAVAAAAAVAAVAAVAVAAVAAVAAAVAAVAAAVAAVAAVAAVAVAAVAAVAAAVAAVA

Propiedades del producto entre matrices
El producto entre matrices cumple las siguientes relaciones:

1- A.(B.C)=(A.B).C  [Asociativa]
Para probar la propiedad debemos ver que un elemento genérico del lado izquierdo coincide con
el correspondiente elemento genérico del lado derecho.
Sean A € Rmn B € Rp, C € Rpxa
[A.(B.O)]i = [(A. B).O)J
Seguin se vi6 al definir producto vale (tomar lapiz y papel):

B,C!

. 1 B,C! :
[A.(B.O)]i= Ai (B.C)i = A. . 2' | =ai. BiCi+ai2. B2Ci ... + ain. BaCi (1)

B .C’

n

[(A.B).O)li= (A.B)i.C= .C=AB'.cij+ AB>. j+... +ABP.cp (2)

AB' AB? .. ABP
Partiendo de (1) lleguemos a (2).

Clj ClJ

2j

C
(I)=ai.[bu bw...bwpl.| |

Cy;
+...+ain.[bnl br2 ....bnp]. . =

Cp Cpj

(ubicamos en fila para facilitar la comprension)
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= ain .[ bu1 cij+biacy+ ... + bip cpj] + ...

ain .[ bn1 c1j +bn2c2j + ... + bnp cpj]
= ail. b aj+ aii. bzej+ ... +ait. bip cp + ...

ain. bn1 €1j + ain. br2 @2 + ... + ain. bnp Cp;

(si observamos la los primeros términos encolumnados —y los segundo, hasta p)

(ai1. bu1 +...+ ain. bn1).cyj + (ait. biz+ ... + ain. br2).c2j + ... + (@it. bip + ... + ... @in. bnp).cpj =
[Ai. Bt + Ai. B2+ ...+ Ai. Br]. Ci (2)
Dejamos como tarea probar lo siguiente (segun el caso escriba alguna matriz en notacion
por filas o columnas):

2- A.(B+C)=A.B+A.C [Distributiva respecto a la suma por izquierda]
3- (B+C).A=B.A+C.A [Distributiva respecto a la suma por derecha]
4- a.(A.B) = (o .A).B [Asociativa respecto al producto por un escalar]

Actividad 21

Si A y B son matrices tales que pueden efectuarse las operaciones que se indiquen y k un
numero real, probar:

a)e (ANT=A * (k.A)T=k.AT *(A+B)'=AT+B" *(A.B)'=B". AT
b) M y N son matrices simétricas.
Entonces vale que M.N es simétrico <> M.N=N. M

c) Si CER™" se define la traza de C como la suma de los elementos de la diagonal o sea
tr(C) = c11 +c2 +.... can.

Demuestre que:

e tr(k.A) =k tr(A) * tr(AT)=tr(A)  etr(A+B) =tr(A) + tr(B) str(A. B) =tr(B.A)

d) Hallar una condicién necesaria y suficiente para que:

1) (A+B).(A+B)=A2+B? 2) (A+B).(A-B)=A2-B? 3) (A+B)2=A2+ 2AB + B?

0
e) Dada la matriz M= [l 1 } obtener Mk con k=1, 2, ...10. ;Cuanto valdria M%?3?

Obtenga conclusiones. ;Hay infinitos resultados para las potencias?
11.8.3 Aplicaciones de las matrices y de sus operaciones
11.8.3.1 Una aplicacion para la vida diaria

Se tienen los datos de consumo de pan, carne y manteca de cuatro familias y los precios de
esos mismos productos durante los afios 2008, 2009, 2010, 2011 y 2012.

Consumos
pan | carne | manteca
Familia1 | 250 | 150 5

Familia2 | 300 | 200 1
Familia3 | 150 | 50 3
Familia4 | 450 | 100 0
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Precios
2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012
Pan 5 7 10 | 15 | 20
Carne | 20 | 25 | 30 | 35 | 40
manteca | 5 6 10 | 12 | 15
a) ;jCuadles seran los gastos de la familia 1 para el 2009?
b) Se definen dos matrices:
250 150
5 7 10 15 2
300 200 _
una de consumo C= y otra de precios P= |20 25 30 35 40.
150 50 3
5 6 10 12 1
450 100
Obtener G = C.P y explicar qué representa.
1]
1
¢) Indique qué informacién le da la matriz resultante de G. [1|? ;YL 1 1 1]G?
1
_1_
d) Imagine que los precios del pan durante los 5 afios hubieran sido un 20% mayor que los
senalados.
12 0 O
Recalcule la matriz de precio y compare con el resultadode | 0 1 0|.P
0 01
12 0 O 100
Lamatriz| 0 1 O] se obtiene efectuandoI**+0,2. |0 0 0] (0,2=20%) pues hemos
0 01 000

aumentado la fila 1 en dicha cantidad.
;Cudles célculos nos llevarian a un aumento del 35% en la carne?
¢Y de un 20% en pan, 35% en carne y 12% en manteca?

Indique las matrices de precio bajo cada nueva circunstancia.

11.8.3.11 Las matrices en Sociologia
En Sociologia pueden utilizarse las matrices para describir el grado de amistad o afinidad
entre integrantes de un grupo de n personas.

Definimos como matriz de amistad A de dimension

nxn del siguiente modo:

a; =0 paratodoi=1,2,..n
a; =1 siiesamigodej (i, j[delan;i = j)
a; =0 sii noesamigode | (i, jdelan;i= j)

[Aly

Suponemos que si i es amigo de j entonces j es amigo
de i (relacion simétrica).

El esquema presenta la afinidad entre los 5 integrantes
de un grupo de personas.
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Obtenga la matriz A.
Calcule M= A? y analice los valores que toma M fuera de la diagonal e interpretarlos a la luz
del ejemplo presentado.

11.8.3.111 Cadenas de Markov
En un boliche bailable se venden dos tragos alcohdlicos: Fernet (F) o cerveza (C)%.
El mes de diciembre una cantidad fo de los consumidores eligieron Fernet ( y el resto co lo

. 1 .y 1
hizo por cerveza) y se supone que 2 de las personas cambiaran de Fernet a cerveza y 3 lo

haran de cerveza a Fernet.
Queremos obtener las estimaciones de consumo para los proximos doce meses si se
mantuvieran las mismas proporciones de preferencia.

Cada mes tenemos un par (f;, ci) coni=0, 1,2, ...
Buscamos a mano fi y ci.

3 1 3
fi= Z fo+ 5 Co [ya que Z de los consumidores de Fernet siguen fieles a esa eleccion]

1
1= Z fo + § Co [pues 5 conservan la preferencia por la cerveza]

Si supiéramos fo y co conseguiriamos fi y c1. Y luego podriamos obtener f> y c2 de modo
analogo a lo hecho.

f= §f1+ EC1
4 3

1
o=—fH+—-a [y asi siguiendo para todo n>1]

La informacion puede ser escrita de una manera mas compacta y operativa a través del
uso de matrices. Veamos como.

fO

f
Definamos una matriz A= y matrices Xo={ } y X1=Lﬂ -vectores columnas-.

Co

NP,PDhlw
INWI =

Es sencillo ver que las ecuaciones de obtencion de fi y c1 pueden escribirse como:
1= A Xo

Si consideramos la secuencia Xo, X1, X2, ..., Xj,..., Xn1, Xn tenemos la relacién
Xi= A Xia| coni=l,...n

Ademas ya que Xo= A Xi= A.(A. Xo) = A% Xo [propiedad asociativa del producto]
Xa= A Xo= A.(A% Xo) = A3. Xo
y siguiendo ...

28 Algunas cuentas que se desarrollan en este apartado estan efectuadas con un software muy sencillo de
usar (estd el Help) y portable: Eigenmath v.137 ( http://www.portablefreeware.com/?id=915).

“Eigenmath is a computer algebra system that facilitates the manipulation of mathematical expressions in
symbolic form. For example, it can assist in solving algebra and calculus problems. It includes a great
number of mathematical functions, has limited graphing capabilities and supports scripting. Think of it as
portable MatLab "lite"!”

Tejiendo el Algebra Lineal - Apunte | - Algebra y Geometria Analitica | — Dto. de Ingenieria — UNLAM — 69



Pongamos una situacion particular.

7
%

Tomemos a Xo=[

]y calculemos algunos consumos posteriores.

3 1z 1 31| [1] [13
. 4 3 5 2 B} 7 3|2 B
A X 0= = = "‘Ll 4.X = = =X,
IR E 2] |y T
4 3] [5 2 4 3|2 24
O también usando las potencias de A:
31 17 347 22 4039 2873
“» 48 36 i';',@' _]_g“r 691‘» ;1:{4
A2 3 | 52 4 912 51&
"_‘[ — *';J = ;".[ =
17 19 229 203 2873 2311
48 36 576 432 6912 5184
1311161 1957
24 288 3456
Obtenemos X, X, v X3! , ,
111 (127 1499
24| | 288 | 3456
Si analizamos algunas potencias superiores vemos:
47843 35101 570991 424337 141532379387 106137077509
82944 62208 6 005328 746496 _111 247669456896 185752092672
A= ’A= _,....". j—
35101 27107 424337 322159 106137077509 79615015163
82944 062208 995328 746496 | 247669456896 185752092672
105154560133443002067631  78865919504035803796817
433 184020479637478805864448 1380153597281091043983306

78865919504035803796817

59149440224073300601519

184020479637478805864448

O aproximando a niimero decimal:

0,571456735 0,571391019

11
—10,4285543264 0,428608981

y

Py

422

138015359728109104398336

0,571428573

0,571428569

0,428571426 0,428571431

Se observa que las potencias se van aproximando a un valor determinado.

Si tomamos A~ ={

Pensemos acerca de lo obtenido:

057142857 05714285
0,42857143 0,4285714

j obtendriamos X~ ={

Partimos con un 40% de preferencia de Fernet y un 60% de cerveza.

05714285
0,4285714
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Los cambios de habitos son mas fuertes entre los consumidores de cerveza que de Fernet
(33,3% contra un 25%).

Se llega a una situacion de equilibrio con un consumo de 57,1% de Fernet y un 42,9% de
cerveza.

¢ Una cuestion adicional es la siguiente: ;existen valores fo y co particulares tal que en cada mes
no se modifique la proporcién de preferencia no obstante las migraciones de una bebida a la otra?

O sea que tendriamos X1 = Xo

f0=§f0+lC0 — fo—§f0=1C0 — lf0=£C0 —>f0=ﬂC0
4 3 4 3

1

co= —fo+ gCO—> w——co=—fo— =co==fo —» fo=—c0
4 3 3 4 3 4 3

Pero fO+C0=1—>gCO to=1— £C0=1 — C0=§ yfo=gqueaproximandoa8

decimales da fo=0,57142857 y co= 0,42857143.

(Extrano? ;O no tanto?El ejemplo que acabamos de ver remite al tema Cadenas de Markov
que retomaremos en la unidad III.

Actividad 22

a) Se han encuestado a 300 varones (120 nifios y 180 adultos) y 200 mujeres (90 nifias y 110
adultas) acerca del uso diario promedio (en horas) de Internet en los rubros “Juegos”,
“Informacion” y “Redes Sociales” .

1 2
3 %
considerado a la fila 1 la informacion sobre adultos y la fila 2 sobre menores mientras que
las columnas representan a los tres rubros en el orden sefialado.

3
Los resultados de éstos pueden volcarse en una matriz Z = { 2} donde hemos

(Como debiera armar una matriz D que cruce sexo y edad para que T= D.Z permita
encontrar las horas totales que se utilizan en cada uno de los tres rubros por los 500
encuestados sélo discriminando por sexo?
1
(Qué se obtiene al efectuar [1 1]. T? ;Y al hacer T. |1|?
1
b) Una empresa vende bicicletas de cuatro tipos (1,2,3 y 4) en tres tiendas.
La informacion puede resumirse en la siguiente matriz S:
Interprete el resultado de los productos:

1 1 0 1
Tienda S.|1/,8.|0|,S.|1],S.|-1,1 1 1 1Sy[o 1 0 Q]S
23 1 0 0 0

Bicidleta1 |10 12 20
Bicicleta2 [18§ 15 16

Si los precios de los modelos —en miles de pesos- son 1,8; 2,3;
Bicicleta3 |30 10 0O

2,8 y 3,5 respectivamente defina una matriz de precios P tal
Bicicleta 4 124 14 27 que P.S permita obtener la inversion en miles de pesos de
cada tienda en bicicletas.
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1
(Qué representaria P. S. |1|?
1

¢) Para el ejemplo III suponga A= % % { }

% %)
Encuentre la proporcion de bebida para los tres siguientes meses.
;Cudl seria la distribucién estable del mercado?

d) Entre una ciudad y los pueblos de alrededor hay un flujo migratorio. Se sabe que de un
afno a otro un 95% de los citadinos opta por permanecer en su jurisdiccion (el 5% emigra
hacia los alrededores); en cambio, el 10% de los pobladores aledanos quiere afincarse en la
ciudad.

* Defina una matriz M de migracion que permita obtener las estimaciones poblacionales en
la Ciudad y en los Alrededores sabiendo que en el 2010 toman valores co y ao
respectivamente.

C
* Dé la expresion genérica para LJ parai=1,2,3,...,n

* Si co=30y a0 =12 (en miles de habitantes), obtenga la poblacién para los primeros 5 afios.
* ;Existe alguna condicion inicial que permita que las poblaciones de ambos distritos
permanezcan inalterables en el tiempo?

I1.9 Expresion matricial de un sistema de ecuaciones
En IL.7.1 pagina 53, se plante¢ el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2x—3y=13
:{ A=Y cuya solucion fue (x, y) = (5; -1)

6X+7y=23
Veamos que dichas ecuaciones tienen varias interpretaciones®:
(a) Cada ecuacidn corresponde a una recta y cuando uno esta frente a un sistema pretende
conocer el punto (si existiera) donde las rectas se intersecan. Es una vision geométrica.

(b) A todo sistema de ecuaciones lineales se le puede asociar una formalizacion matricial.
Definimos una matriz A como matriz del sistema, de tamafno mxn donde m es el nimero de

ecuaciones y n el numero de incognitas (x1, X2, ..., Xn); Una matriz X de incégnitas —que es un
vector columna- de nx1 y una matriz B de términos independientes —también vector columna-
de mx1.

Si el sistema S fuera
ai X1 +aiz X2+ ...+ an Xn = b1
axi+an X2+ ...+ axm Xn=b2

ami X1 +am2 X2 + ...+ amn Xn = bm

2 Recordar que en esta unidad estamos trabajando en el plano. Algunas consideraciones geométricas seran
readaptadas al trabajar en espacios de mayor dimension (R3, R, ..Rn).
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a; 8, .. 8y X by

. / a21 a22 = a2
las matrices serian A= , X =

aml am2 b amn Xn bm

de tal forma que S puede escribirse como que es la forma matricial de un sistema

de ecuaciones.

También suele definirse otra matriz M, matriz ampliada del sistema y es de orden m x (n+1).
a, a, . &, b
B 8p - By b,

Su forma es M = donde el separador punteado es sélo un recurso

aml arr12 b amn bm

visual para recordar que alli debe estar el signo igual®.

2 - X 13
En nuestro caso particular tendriamos que A= {6 ; ] X :{ ] B= {23} y por ende la
y

2 - X 13
forma matricial del sistema de ecuaciones es AX=B — . =
6 7 y 23

Observemos que S=(5; 1) es solucion del sistema pues al efectuar el producto (y que

2 - 5 13
usaremos como matriz columna) . obtenemos .
6 7| -1 23

2 -3||-3| |-12
En cambio V= (-3; 2) no es solucién pues {6 ; H 5 } =[ 4} y como el resultado no es la

13
matriz {23} entonces V no es una solucion del sistema S.

Actividad 23
Escriba las matrices A, X, B y M para los siguientes sistemas de ecuaciones:
X=2
Xx-y=1

s 2x+6y=-4 S| 3x+2y-8 s, y-z=3

|-x-3y=2 7% Y=2 y+z-w=-4
—4x+5y=-3
2w+z=8

(c) Tenemos una tercera manera de interpretar un sistema de ecuaciones.

% E] sistema se resolvera por aplicacion de operaciones elementales entre filas.
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2x-3y =13

Regresemos al sistema S:
6x+7y=23

2 -3) (13
El mismo puede reescribirse del siguiente modo: X'[GJ + y.( ; j = (23)
[Haga el producto por un escalar y sume los elementos de los vectores columnas y verifiquela]

(Qué significa intuitivamente dicha ecuacion?

2 -3
Se trata de ver cuantas veces el vector [GJ sumado a otras tantas veces el vector ( . jnos

13
permite obtener el vector (23) , si esto

"
2

fuera posible.

Segtin los calculos ya hechos debiera ser

2 -3
5 veces el [GJY (1) vez el ( . j o sea

5V + (—1)w 13
ue o. —1)W =
d 23

2 -3
Cuando uno efectia X'(Gj + y{ . J se

dice que se esta realizando una

2
combinacion lineal de los vectores (6}

-3
i1
., 2 -3) (13 , . R
La ecuacién X.(Gj + y{ J = (23} nos esta preguntando si alguna combinacion lineal de

7

13
éstos permite obtener al [23] (lo cual es afirmativo).

Actividad 24

1 3 7
Si X{ ZJ + y.( GJ = [13} describa con sus palabras qué significa la ecuacion matricial-

vectorial.
Escriba y resuelva el sistema e interprete lo obtenido.

6) (-14)

Explique el porqué de las diferencias. Efectie un grafico que ilustre lo realizado.

1 3 -7
¢Coémo se modifica la situacion si se tiene X.( 2} + y.[ J :( j ?
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* En las dos situaciones anteriores hemos tenido las siguientes parejas de vectores:

2 -3 en el primero . 3 en el seeundo
1 .
6 y 7 P y 2 y 6 Che

En la primera situacion los vectores son linealmente independientes. Ninguno de los dos
es multiplo del otro.

3 1
En cambio en el segundo (GJ es el triple del (2] Se trata de dos vectores linealmente

dependientes. Este concepto sera profundizado y generalizado en las dos proximas
unidades. Lo visto permite encontrarle una interpretacion vectorial a un sistema de
ecuaciones y nos lleva a integrar contenidos:

VECTORES < SISTEMA de ECUACIONES LINEALES < MATRICES <> GEOMETRIA

(d) Adicionalmente aparece una comprension funcional de lo que estamos trabajando.
En el punto b) presentamos A.X =B y en esa situacion particular se tenia que

E 7 H_SlHﬂ

13 X'
} usamos otro vector el resultado no sera el [23j sino otro vector [ j .
y

5
Sien vez del [

X'=2X-3
Se tiene que a cada X le corresponde un tnico X’ segtin las ecuaciones { —6 7y .
y=0X+1y

O sea que X'=T(X) = A.X es una funcion; en este caso relaciona elementos de R? en R? (R? es
un espacio vectorial, I1.1.3.1).

Ademas dicha funciéon cumple con las siguientes propiedades:

Si Uy V son vectores columnas de R? y k un nimero real sucede que:

s T(U+V)=A. (U+V)=A.U+ A V=T(U) + T(V) [propiedad distributiva del producto respecto de la
suma para matrices].

Tk.U)=A. (k.U)=(Ak). U=(k.A). U=k.(A.U) =k. T(U) [propiedad asociativa para el producto
de un escalar y matrices].

Estas dos caracteristicas para algunas funciones vienen siendo presentadas desde la
unidad I. Su prevalencia nos lleva a dar una definicion formal (que sera reiterada en
proximas unidades).

Consideremos dos espacios vectoriales V. y W (no necesariamente diferentes) y un
cuerpo K de niimeros. Una funciéon T: V — W se dice que es una transformacion lineal
sobre K si cumple las dos siguientes condiciones:

a) Vv y v’ elementos de V sucede que T(v + v”) = T(v) + T(v”)

b) si v €V y k €K entonces T(k.v) =k. T(v)
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La siguiente representacion trata de mostrar el enfoque primordial sobre el cual fue
disefiado el presente curso de Algebra Lineal [I1.9.1]:

~ =,

El Juego de las Relaciones

en el
Algebra Lineal

ECUACIONES
LINEALES

TRANSFORMACIONES
LINEALES -

Hecha la presentacion de las transformaciones lineales la retomaremos a la brevedad pero
antes abordemos un nuevo contenido.

I1.10 Inversa de una matriz (primera aproximacion)

-1 2 -1

En la situacion planteada el producto ha dado la matriz identidad (aqui de dimension 2).

4 -9 -2 -9
¢ Considerar las matrices A={ } y B=[ 4} y obtener A.By B.A

Definicion: Si A es una matriz cuadrada de orden n y existe B cuadrada del mismo orden
talque AB=1 A B.A=I (I es laidentidad de tamano n) entonces B es la inversa de A y se
anota B = A7'. 5i A tiene inversa se dice que es inversible, no singular o regular.

Se observa que obtener la inversa de una matriz conlleva resolver un sistema de n
ecuaciones lineales con n incdgnitas (A€R™"). En esta unidad se presentan situaciones 2x2
0 3x3 pero en la siguiente no se pondran limitaciones.

-2 4]
* Sea C= { A 2|7 la intencién es obtener B de tamafio 2 tal que C.B =1 (luego se
comprueba que B.C=1).
X z
Se toma a B= { y se plantea C.B=1L
y W]

Esto nos lleva al siguiente par de sistemas de ecuaciones?!:
—-2X+4y=1 -2z+4w=0
St: y Sm .
4x-7y=0 4z-7Tw=1

31 Una ecuacién del tipo C.X=D donde C, X y D son matrices de érdenes tales que las operaciones se pueden
efectuar y X es la matriz incégnita se denomina ecuacién matricial.
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Resolverlos y comprobar la solucion (x, y) = (7/2 2); (z, w) = (2, 1).

7
Esto significa que B=C"1= [E 2] y debe ocurrir que C.C'=1 A C1.C=I (jhacerlo!).
2 1

Al resolver los sistemas S1 y Su se habra notado que las operaciones por filas en ambos
sistemas fueron idénticos y sélo cambiaron los resultados de los términos independientes.
Esto permite ahorrar trabajo efectuando lo que se llama resolucién simultinea de ecuaciones.
Ejemplifiquemos con el caso presentado.

-2 4110
|
4 -7!0 1

Se escribe la matriz de coeficientes —coinciden para ambos sistemas- y se forma la matriz
ampliada con las dos columnas de términos independientes; las lineas punteadas es para
separar visualmente los términos independientes.

{—2 4,10

0 1 ! 5 J 2F1+F2 — F2 que puede separarse en estos dos sistemas
|

-2 411 [-2 40
| A |
0 1!2 0 1'1

Del primer sistema salen y=2, -2x+8= 1— x=7/; del segundo w=1y -2z+4=0 — z=2.

e [E 2 1 -1 |5 6 g

¢ Hallar y verificar que [3 5} = g 41 yque|0 5 11} =|, 5 11
- = _= 3 3

20 20 025 o 25

3 3

2 -3
¢ ;Existe la inversa de E= { 6 o } ?

11.10.1 Propiedades de la inversa
Para todas las propiedades supondremos A, B, C y D matrices de R™.

* La inversa es tinica

Sean By Cinversasde A, oseaque AB=B.A=1y AC=CA=1I
Partimos de A.B =1y multipliquemos por izquierda la igualdad

C.(A.B) =C. I=C (Ies elemento neutro para el producto de matrices)
(C.A).B=C (propiedad asociativa del producto)

[.LB =C (Ceslainversa de A)

B=C (I neutro)

¢ Si una matriz es inversible la inversa de su inversa es ella misma.
A.B=1yB.A=Ientonces B es la inversa para A y A es la inversa para B pero como

anotamos a B como A resulta que A=B"' = (A‘l)_1
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e La inversa de una matriz multiplicada por un escalar cumple: (c.A)" = 1 At
C

A
Sea B= A~! y pensemos a A como filas y B como columnas A= AZ y B=[B', B?,...,B"].
A,
Como A.B =Ise tiene que [Ai]. [B] =0sii# y [Ai]. [B]=1sii=1,2, ....n.
cA
CA, :
Al efectuar c.A tenemos: |~ |; veamos que c¢'.B es la inversa.
CA,

B =[c.B!, c.B2..., c.B"]

Si efectuamos [(c.A)i].[( ¢ *.B)Y |= {c.[Ai]}. {c". [B]}

=c. ¢l [Ai]. [B] pues en un producto escalar un factor constante puede salir del mismo

Pero [Ai]. [B]=0sii#y [Ai]. [B]=1sii=1,2, ...n.
Entonces [(c.A)i].[(c'.B) ]=0sii# o1 sii5.
Por lo tanto vale que (c.A)! =c!. A"l

* Si Ay D son invertibles vale que A.D también lo es y ademds (A.D)" = DA™

Por un lado, (A.D).(A.D)! =1 por definicién de inversa

Si aplicamos la hipétesis, (A.D). DLA1=A.(D.D). A=A (I).A'= (AI)LAT=AAT=1
(donde se ha utilizado asociatividad en el producto de matrices, inversa de una matriz,
asociatividad y elemento neutro para el producto).

Como la inversa es tinica las expresiones sombreadas son iguales y vale la propiedad.

Actividad 25

¢ Testea si las siguientes relaciones son correctas (A,B cuadradas e inversibles; k natural):

a) (A = (A7) b) (A7) = (A"
c) (A+B)1=A1+B" d) CA=CB = A=B -C cuadrada-
o 14 -3 4 )
e Si la inversa de A= L 3} es A= [ L J obtener la inversa de AT, 5A y AS. Hallar A=
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Actividad de refuerzo 11
X-y=3
1) Sea el sistema 4
2X+3y+z=7
a) Expresarlo en forma matricial.

b) Darlo como combinacidn lineal de vectores y encontrar 3 combinaciones diferentes del

vector .
7

35
2) Hallar la inversa de A=[1 ZJ por Gauss y comprobarla.

3 2
3) Si lainversa de M es [ ]] , scudl es la inversa de M, M?® y %.M?

11.10.2 La Criptografia y la Inversa de Matrices

Cuando usted pretenda mandar un mensaje que permanezca oculto necesariamente
tendra que vérselas con algiin procedimiento matematico que permita efectuarlo. Una
manera sencilla es asignar un simbolo a cada letra del alfabeto, formar una matriz con el
texto del mensaje y transformarla al multiplicarla por una matriz llamada codificadora que
suele ser de tamano grande e inversible. El receptor utilizando la inversa de la matriz
codificadora (llamada matriz decodificadora) puede recuperar el mensaje inicial.

Ejemplo 12
1 1 -1 -40 -8 5

SeaM=|-2 0 5 |cuyainversaesD=| 25 5 —3|(verifiquelo).
5 8 0 -16 -3 2

Pasemos a codificar el mensaje “Vivan las matrices”.
Para eso deben asignarle un nimero a cada letra y al espacio en blanco (b).

alb|c|d|e|flg|h|i|j|k|]l|m|n|An|o|p|q|r|s|tju|Vv|w|x|y|z
Pl [ 3 A S 6 T [ 8 W[ W] B W {E [ 6|17 [ 161920 [a)a | & [ [2[2%]8a|a

v i v a n b I a s b
@B W 1 ounow o 2w 8

=3

a t r i ¢ e s
I B 9 3 5

Como vamos a utilizar una matriz codificadora de 3x3 se divide el mensaje en matrices
columna de 3x1 y se agregan espacios en blanco al final si fueran necesarios.

23| 1|]12||28]|21|| 3
9 (14|| 1 |[13||19|,| 5 | que puede resumirse en la siguiente matriz de texto T:
23]128|]20|| 1 || 9|20
23 1 12 28 21 3
=19 14 1 13 19 5
23 28 20 1 9 20
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A continuacion codificamos el mensaje

1 1 -1}(23 1 12 28 21 3 9 -13 -7 40 31 -12
C=MT=|-2 0 5 9 14 1 13 19 5|=69 138 76 -51 3 94
5 8 01](23 28 20 1 9 20| |187 117 68 244 257 55

Luego podemos recuperar el texto original T=D.C=M". C

231 12 28 21 3
W=19 14 1 13 19 5
2328201 9 20

La matriz W efectivamente coincide con la T original. Las cuentas las hemos efectuado con

el Eigenmath v.137.

En la pagina 19 hemos presentado el siguiente esquema:

Identifique en la explicacién quién cumple

el papel definido el esquema.

Actividad 26

Tomar su nombre y apellido y
comprobar el proceso de
codificacion y decodificacion a
través de la matriz codificadora

Entrada
de texto
claro

M:

Clave secreta compartida

: Clave secreta compartida
por emisor y receptor

por emisor y receptor

B

‘?’ |Esquema de Cifrado Simétricol %

Algoritmo de cifrado
(por ejemplo, DES)

Transmision
de texto cifrado

-

: Salida
Algoritmo de descifrado  de texto

(inverso del de cifrado) claro

S

I1.11 Sistema de ecuaciones lineales con 3 o mds incégnitas. Método de resolucion de

Gauss y de Gauss-Jordan.

Con mayores conocimientos acerca de las matrices abordaremos la resolucion de sistemas
de m ecuaciones lineales con 1 incdgnitas a través de los métodos de Gauss y Gauss-

Jordan.

Ejemplo 13

En R® una ecuacion lineal en x, y A z la podemos interpretar como la ecuaciéon de un plano

(en la unidad III se justificara esto).

Tomemos el problema de determinar si hay (o no) interseccién entre los siguientes cinco

planos:
Ih: 2x+y—-z=1, I:3x -2y -4z =
Il -5x -y + 6z =-26, Ils: 3y +2z=-7

11, I —x+4y+2z=1,

Un punto (x,y,z) pertenece a los cinco planos si satisface las cinco ecuaciones que
ordenamos a nuestro gusto en una matriz ampliada M de coeficientes.
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=

N

3 -2 -4
-5 -1 6

11
—26]

EN

Il
N
H
|
H
H
— —h =k —h —h
w

ol

Recordemos que entre ecuaciones (y por ende entre filas de la matriz) son licitas las
siguientes operaciones elementales:

a) Permutar el orden de dos ecuaciones cualesquiera.

b) A una ecuacion multiplicarla por un niimero diferente de cero.

¢) A una ecuacion reemplazarla por la suma de ésta y un miltiplo de otra®.

Unifiquemos criterios para la resolucion:

a) En el paso siguiente anotaremos en la fila que vamos a modificar qué operacion le
hemos realizado a las anteriores. Asi si en la tercera hilera apareciera 2f + f3 debemos
entender que la nueva fila 3 (que llamaremos fs por abuso de notacidn) se obtiene de
efectuar el doble de la fila 1 adicionado a la fila 3 del paso inmediatamente precedente.

b) La intencion del método es por medio de las operaciones elementales llegar a una
matriz escalonada por filas. Esto sucede si:

a) Cualquier fila que se componga enteramente por ceros se ubica en la parte inferior.

b) En cada rengldn diferente de cero, la primera entrada no nula (llama entrada principal
o pivote) se localiza en una columna a la izquierda de cualquier entrada principal debajo
de ella (o equivalentemente, a medida “que bajamos” por la matriz los pivotes aparecen a
la derecha).

Al proceso lo llamaremos triangulacion (si la matriz es cuadrada) o escalonamiento.

Los siguientes esquemas muestran algunas matrices triangulares superiores o escalonadas en
situaciones de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales (por eso el punteado dentro
1" 4

de la matriz) y convengamos que “#” representa un niumero real nonuloy “e” uno
cualquiera (incluyendo el 0).

Ejemplo 13
/ esie es el primer pivole
2 wle # = =
1 |:I} =E"i| puesto que: ¥ i'
este valor debe ser cero este es el segundo pivote

%2 Si a la ecuacion que es sumada se la multiplica por cero no se adiciona nada a la ecuacion original pero la
operacion elemental sigue siendo valida y por lo tanto se mantiene su aplicacion. Esto sera de utilidad al
trabajar con sistemas con parametros.
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este es el primer pivote —__

este valor debe ser cero

¥ =

segundo pivote

|—

este valor es cero pero podria no serlo

- =
=T T
o Q Q9

este valor es cero pero podria no serlo

las filas nulas van al final

este es el primer pivole

este s el primer pivote..
Z ol # = si no es cero es el segundo pivote pero ...
I
L 0
! 0 0 si fuera cero el elemento "ovalado" &sta
0 010 : " W .y . .
' las filas nulas se acumulan 0 0 posicitn seria el seguno pivote
al final de la matriz
este valor es cero pero podria no serlo
primer pivate /
m 1 -/ 8 » )
SR " sequndo pivote
(00 # el D 0 ¥ = : - .
500 0 0 0ter ! puede o no ser tercer pivote
o0 0 0to entornces estos valores 0 | ® | — dependiendo si es o no distinto
1
' deben anularse 0 de cero
va que es nulo ef elemento de ———— " €S CEro pero s/ el eferﬁenfo superior
armiba se tienen que anular deben ser cero es mj.'o podriz ser distinto de cero.
83 cero pero podria no serlo

Otras situaciones son:

#o:o #.:
# ole I I
6. L 7.10 0'e], 8.0 #!
000 . !
0 00 00|

# o o ol

O # e oio

10. Lo,

000 #e

0 00O0!e

# o o ole
° |
O # o o6
° |, 9. | ,
O O # eole
0 :
000 #le
#H e oo
|
0O O # e 6
11. |
0 O 0 Qe
000010

Para trabajar: mostrar que en cada matriz se cumple que es triangular superior, esto es,

que mi= 0 para i>j.
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¢) La intencion es que mu sea diferente de cero y todos los demas elementos de la primer
columna que estan debajo suyo se anulen.
Luego nos corremos una columna hacia la derecha y una fila hacia abajo y ese elemento
debe ser diferente de cero; para lograrlo podemos permutar filas.
Ademas los restantes valores debajo de ese elemento ser nulos;
si no pudiéramos conseguirlo nos corremos una columna mas a la derecha
0 #,e
(como aqui |0 O i °)
0010

d) El objetivo del método de Gauss es llegar a la solucion del sistema resolviendo de atras
hacia delante al terminar la triangulacion o escalonamiento , o sea comenzar con lo que se
obtiene en la ultima fila y seguir con las superiores.

El método de Gauss-Jordan prosigue triangulando hacia arriba, tratando de dejar solamente
los elementos diagonales, con el fin que la respuesta sea directa aunque el precio a abonar
es una mayor cantidad de pasos en el proceso de escalonamiento.

Una adaptacion del método es la preferencia de obtener unos en los pivotes aunque ello no
es esencial —suele denominarse resolucion escalonada reducida-.

Si lo utilizaremos para la obtencion de la inversa de una matriz pero lo veremos mas
adelante.

Si estimamos conveniente que en cada situacidn quien resuelve analice qué operaciones
elementales (y trucos) se pueden usar.

e) El método sera utilizado también para obtener el determinante de una matriz cuadrada
donde a través del mismo se intenta facilitar el calculo .

Usamos b.fj — fj s6lo para reducir los valores de los coeficientes en una ecuacion y nunca
haremos la siguiente operacion a.fc +b.fj — fj con a y b reales no nulos; si quisiéramos
cambiar la fila fj usando la fi haremos a.fi + fj — ;.3

Ejemplo 14
Resolvamos el sistema:
-1 4 2, 1 |f
0 3 21 -7|f,
2 1 -1 E 1 |f, yaqueel mnesun-1lousamos de pivote y a través de él
3 -2 -4 11|f,
-5 -1 6 1-26|f,

tratamos de anular los valores restantes de la primer columna. Ese —1 aparecio pues al
armar la matriz M a nuestro gusto el mismo no fue azaroso.

3 Al estudiar determinantes veremos que b.fj aumento el determinante de la matriz original en un factor b
que quedd oculto tras realizar el reemplazo de la ecuacion —o fila-.
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Tener un 1 o -1 suele ser conveniente aunque en alguna matriz si los elementos de la
columna fueran 6, -3, 3, 12 y 15 tanto el 3 como el -3 serian 6ptimos —sin necesidad de
reducir a 1 el pivote)

-1 4 2,1 f,
0 3 2.!-7| f
- |0 9 3 E 3 | 2f,+f, siempre usamos +fi —la fila i es la que cambiamos-
0 10 21 14 |3f+f,
|0 -21 —4-31]-5f+f,

Nuestra atencion se dirige a la submatriz que nos queda al ir a la fila y columna siguientes:

-1 4 2 1
0 3 2 : -7 y aqui vemos que tanto los coeficientes de las filas 2 y 3 son
0 9 3 1 3 multiplos de 3 y 2 respectivamente; por lo tanto los hacemos
|
I mas pequenos usando la operacion elemental b).
0 10 214
|0 -21 —4,-31]
-1 4 2} 1] , _ ,
0 3 2 I , el 3 en mz sera nuestro pivote; ;como hacemos
| para conseguir un 0 donde hay un 5?
0 31 i 1|f3+3 Debemos a fs sumarle k veces f2, pero con cual k:
0 5 117 |f+2 Bka520 ke D
|0 21 4131]-f, ' 3
-14 2 | 1]
|
o 3 2 |-7
> |0 0 -11 8| —f,+f,
|
00 -7% | 56, |- % T, + 1,
|0 0 -101 80 | —7f,+ 1
-1 4 2 | 1]
1
o 3 2 -7 Ahora nos focalizamos en la submatriz que se
0 0 -1 i 3 obtiene al “bajar” a una nueva fila y desplazarnos
0 0 7 : 56 un lugar hacia la derecha.
- I
A i A
0 0 10| 80 |
-14 2 1]
0 3 2 -7
0O 0 -1 E 8 Hemos multiplicado por 3 la fs por comodidad en las cuentas.
0 0 -7156| 3f,
|0 0 -1 8 |f,+10
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14 2! 1] Se ha triangulado —o escalonado- nuestro sistema de
0 3 2 i _7 ecuaciones llegando a una matriz triangular superior.
S lo o -1 8 Las ultimas dos ecuaciones ya no nos son utiles pues
| representan una tautologia:
0 0 01! 0 |-7f;+f1, . . :
! es siempre cierto que 0.x +0.y +0.z = 0 para cualquier
L0 0 01 0]-f+f, terna x, y, z de niumeros reales.

Podemos ahora encontrar la solucion del sistema yendo desde el final al principio:
-z=8—>2z=-8
By +2.(-8)=—7 = 3y=-7+16 - y=3
-x+43+2(-8)=1—->—x=1-12+16 > x=-5
El sistema resulto6 ser compatible determinado o sea tiene solucion tnica .

Alli se intersecan los 5 planos.

Comentarios

a) La forma escalonada por renglones de una matriz no es tinica. Podriamos haber
permutado al principio el -5 de la {5 y usarlo de pivote. No serian muy lindas las cuentas
pero la triangulacion sirve igual.

b) Una vez que se pivoteo una columna, ésta no cambia mas.

¢) Podemos continuar desde la matriz escalonada para llegar a la solucién sin resolver
hacia atras “a mano”. Es la esencia del método de Gauss-Jordan.

-14 2,1
0 3 2 i -7 A partir del -1 en la tercera fila buscamos conseguir ceros
0O 0 -1, 8 arriba de dicho coeficiente; podemos olvidarnos de las
0 0 O i 0 altimas dos filas para la resolucion de nuestro sistema de
|0 0 010
~1 4 0 |17]2f,+f, -1 4 017 -1 0 0] 5]-4f,+f,
|0 3 0l92f,+f,> |0 1 0/ 3|f,:3 - [0 1 0! 3 5
0 0 -1!8 0 0 1!-8|-f, 0 01/-8
10 0,-5
1 Oi 3 | de donde salen x=-5, y=3, z= -8
001-8

d) A veces puede ser ttil presentar las incégnitas en otro orden.
Nuestra matriz M presupone un orden por columna x-y-z pero en alguna ocasion puede
ser que convenga permutar.
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- - 'x z y. ]
-1 4 2'27 AT Yo
! -1 2 41
0o 3 2|-7 !
) ! 0 2 3-7
Sien| 0 3 1! 1 | permutamos la columna y por z y tenemos 0 1 311
|
0 5 117 |
: 0 1 517
0 21 4131 !
- T 10 4 21,31
'x z y! ] 'x z y | ] (x z y! ]
e T beeeeee | T J-en-
-1 2 4 -1 2 4 1 -1 2 41
01 3 1|fbeof, |0 1 311 0 1311
- | - | - |
0 2 317 0 0 -3!'-9|-2f,+f, 0 0 1:3/f;+(=93
0 1 517 0 0 216 |-f,+f, 0 0 13| f,+2
|0 4 21,31 |0 0 9 27|-4f,+f |0 0 1:3| f;+3

podemos eliminar la dos tltimas filas pues estan repetidas y despejar y, z y x (en ese
orden). Aqui el permutar columnas facilité un poco las cuentas (10 usamos fracciones).

Ejemplo 14
X, — 2%, + X3 — X, + 2%, =12 | ecuaciorl
3%, 5%, + 2X,—X =3 | ecuacior?
33X, —% +2X =1 | ecuacior8
4%, —4X, +X,+3% =16 | ecuaciort
X, — X, — 2%, +4X, —5X%; =-21 ecuaciorb
X, —3X%; + 5%, — 7X; =—-33 | ecuaciorb

Resolver el sistema de ecuaciones de 6x5:

Armamos nuestra matriz M con el orden 5, 6, 3, 1, 2 y 4 en las ecuaciones.

1 -1 -2 4 -5|-21] 1 -1 -2 4 -5]-21]

01 35 -7-33 |01 -3 5 -7!-33

03 -10 211 03 -1 0 211

1 -2 1 -1 2112| |0 -1 3 -5 733|-f+f,
3 -5 0 2 -1i 3 0 -2 6 -10 14 66 |-3f,+f,
4 -4 0 1 3i:16| |0 0 8 -15 23;100|-4f +f,
1 -1 -2 4 -5)-21]

01 -3 5 -71-33

0 0 8 -15 231100|-3f,+f,

00 0O O O i 0| f,+f, las filas 3 v 6 son nulas asi que las eliminamos
00 0 0 010 |2f+f,

0 0 8 -15 231100
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Nos queda el sistema:
1 -1 -2 4 -5;-21
0 1 -3 5 -7 i —33| y empezamos con la resolucion de atras hacia delante.
0 0 8 -15 231100

Tome lapiz y papel y haga las cuentas con nosotros:

8x3 =15 x4 —23x5 + 100 — [x3 =%. [15x4 —23x5 + 100]

X2=3x3—-5x4+7x5 —-33 = g [15x4 —23x5 + 100] — 5x4 + 7x5 — 33 =

x2 =%. [45 x4 —69xs5 + 300 —40x4 +56x5 — 264] — x2= %. [5xs —13x + 36]

X1=X2+2x3—4x4 +5x5 — 21 — x1= % [5x4 —13x5 + 36] + g [15x4 —23x5 + 100] — 4x4 + 5x5 — 21

X1= % [6xa —=13x5 + 36+ 30x4 —46x5 + 200 — 32x4 + 40x5 — 168] — x1 = % [3x4 —19xs5 + 68]

Se obtuvieron infinitas soluciones de la forma:
(x1, X2, X3, X4, X5) = (% [3x4 —=19x5 + 68], % [5x4 —=13x5 + 36], % [15x4 —23x5 + 100], x4, X5)

con x4 y x5 cualquier par de nimeros reales. El sistema es compatible indeterminado.

Las variables x1, x2 y x3 que corresponden a los posiciones de los pivotes suele llamarselas
variables principales y a xay xs son las variables libres.

De acuerdo a los infinitos valores que toman las variable libres se va obteniendo el
correspondiente valor para cada variable principal.

No seremos fundamentalistas de esta asignacion en el papel que cumple cada variable
pues bien podriamos en la tercera ecuacion de la matriz final haber despejado a x5 y
considerarla como variable principal; se hubiera obtenido otra forma de expresar el mismo
conjunto solucion.

La solucion obtenida puede reescribirse del siguiente modo:

Si X = (x1, X2, X3, X4, X5) —

X=(§X4,§X4,1—5X4,X4,0)+(—1_9X5/—E>X5,—§X5IOIX5)+(£Ig/2_5/O'O)
8 8 8 8 8 8 2 2 2
x=ﬁ(3,5,15,8,0)+5(—19,—13,—23,0,8)+(£,gf2—5f0r0);
8 8 2 2 2

.o X . .
sia =y % los denominamos respectivamente a y # tenemos:

X = (x1, X2, X3, X4, X5) = at.(3, 5,15, 8, 0) + .(- 19, -13,-23, 0, 8) + (1—27, %, 275, 0,0)|ay BER
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Otro ejemplo
Supongamos el sistema

2X+3y+ z+10w=1

X+3y—z+8w="5

y—z+t+w=2
Si representamos con cuidado todas las ecuaciones y las variables utilizadas en una matriz
y operamos convenientemente se llega a (obviamente es uno de los caminos de
resolucion):

2 31 010]1 2 31 010 1 2 31 01 0
1 3-10 8 5/=/| 0 3-3 0 6 =/l 01-10 2
01 -111 2 01-111 01-11 1
B-F—>F, %F2—>F2 B,-F,>F, F~F,—> F,
-2 0 -4 0 -4|-10 1 02 0 2
=10 1 -1 0 2 0Oj={|01-10 2
0O 00 1 -1 2 0 00 1-1
—%F1—>F1

Lo que nos indica que las soluciones seran de la forma
X+2z+2w=5 t=w+2

y—2z+2w=0 de donde surge que z= y+2w
t—w=2 X+22+2W=5—> X+ 2W 4w 2W= 5> X — 2y 6w !

Luego las soluciones dependeran de y y w y seran del tipo

(xy,z,t,w) = ([2y-6w+5,y,y+2w,w+2,w)=y(-2,1,1,0,0)+w(-6,0,2,1,1)+(5,0,0,2,0)

Sistema compatible indeterminado y el término encerrado en el tltimo paréntesis es una
solucion particular.

Comentario
1 -1-2 4 -5 -21
01 -3 5 -7/-33
(Qué hubiera ocurrido si al triangular se llegara a la matriz 0.0 8 -15 23 i 100 ?
0 0 0 0 01133
00 0 0 010
0 0 0 0 0. 0|

La misma esta triangulada (escalonada) y la cuarta ecuacién nos dice que:
0.x1+ 0.x2 +0.x3 + 0.x4 + 0.x5 = 133 la cual no tiene solucion.

El sistema es incompatible.
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Actividad 27
a) Decidir si las siguientes matrices ampliadas estan escalonadas.

14 3)-2 14 3!-2 14 3|-2 14 3-2
A={0 0 5! 7|,B=]0 0 5! 7|,Cc=|0 0 -5! 0 |,D=|0 0 -5! 0 |,

01 41-2 00 41-2 00 01-2 00 010

24 -30!2] [2 4 -30!2 2 4 -3 0)2

00 0 115 074 0 15 20 0 115
E= |, F= | , G= |,

00 -80!3 0 0 -80!3 0 0 -80!3

00 0 0/0] |0 0O 0 053 0 0 0 010

24 -30!2] [24 -30!2 2 4 -3 0! 2
H=°00°§°,=0000§0,]=0001255,

00 0 00’ |00 0 155" |00 0 0/0

00 0 0/0f] |00 0 010 00 0 010

b) Resolver por el método de Gauss (o de Gauss—Jordan) declarando los pasos efectuados
y clasificar los sistemas de ecuaciones®. (Respuestas en el Apéndice)

X, +3X, +4X; =1 X, +2X, +3%; =18 X +2X, =X =2
a) 12X, +11x, +8x, =7 b) { X +X+X =7 C) 3y X +2X,—6X,=5
X + 77X, +6%, =3 =3X, =X, + X%, =1 3%, +6X%, —2X, =10
A% +4x. =8 2%, —4x, —16x, —14x, =10
X, +2X, + X, + %, =0 S T ° !
2%, +3X, =3 =X, +5X, +17X, +19x, = -2
d) X, +2X, -X, =4 f
X, +3%X, =0 X —3X, -11x, -11x, =4
—X —2X, —2X; —4X, =-5
X +2X, =1 2%, — X, —29%;, —24x, =21

En donde haya infinitas soluciones puede expresarse la misma de diferentes formas pero
todas equivalentes entre si.

I1.12. Rango fila de una matriz

Dada una matriz de mxn se denomina rango fila de ella a la cantidad de filas no nulas luego
de haber triangulado (escalonado) la matriz.

Pensamos a la matriz formada por m vectores de n componentes y los triangulamos: sélo
los vectores no nulos cuentan para el rango fila de la matriz.

% Adaptado de Williams, Gareth (2002): “Algebra Lineal con aplicaciones”, Mc Graw-Hill, Interamericana
Editores, Cuarta edicion, México, pp. 26 y 27.
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Ejemplo 15
1 -1 2 2 3 -4 0
2 1 1 0 -5 1 4

Busquemos el rango de las matrices y .
-3 4 -7 0O 0 -8 4
5 0 5 0O 0 0 11
1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
2 1 1 0 3 -3|-2f+f 0 1 -1(f,+3
() rgf = rgof % = rgf 2 7=
-3 4 -7 0 1 -1|3f+f, 0 1 -1
5 0 5 0 5 -5)-5f+f, 0 1 -1)f,+5
1 -1 2
0 1 -1
rgf =2
0 0 O |-f,+f,
0 0 0)-f,+f,
2 3 -4 0
(II)rfO_S L4y [ya esta triangulada]
= rian
g 0 0 -8 4 ya esta triangulada
0 0 0 11

Comentarios

a) Si consideramos a las columnas como vectores de m componentes —de arriba hacia
abajo, por ejemplo la columna 1 del ejemplo I es (1, 2, -3, 5)- podemos definir el rango
columna de una matriz como la cantidad de vectores columnas no nulos que sobreviven al
triangularlos.

Mas delante se vera que el rango fila y el rango columna son idénticos y al dar un mismo
numero se habla directamente del rango de una matriz.

El resultado adelantado permite ahorrar tiempo ya que en el ejemplo 15 (I) hay 3 columnas
por triangular y una se termina yendo. Recordando la propiedad podemos asegurar que el
rango fila tiene un tope de 3 atn sin empezar con la triangulacién.

b) La nocidén de rango fila esta intimamente ligada al concepto de independencia y
dependencia lineal. Recuperemos el ejemplo 15 (I) pensando que cada fila originariamente
es un vector y los nimeros sus componentes.

s=(1 -1 2 s— (1 -1 2
t=| 2 1 1 _2s+t=|0 3 -3
. —_— . - —>
u=-3 4 -7 3s+u=/0 1 -1
v=l5 0 5 _5s+vy=\0 5 -5
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s— (1 -1 2 S— 1 -1 2

3s+u=|0 1 -1 35+U= 01 -1
. . permutamos f2y f3 — . - - .

_2s+t=|0 3 -3 -3.(3s+u)—-2s+t={0 0 O

-5s+v=\0 5 -5 ~5.(8s+u)-5s+v=\0 0 O

— —3.(3s+U)-25+t=0 A —5(3s+U)-55+V=0—
—95-3U—25+t=0A —155—5U—58+v=0
—|t=115+3u |A [v=20s+5u

O sea que dos vectores quedaron en funcién de otros dos y estos tilltimos no son multiplos
entre si, o sea son linealmente independientes.

En general si tuviéramos m vectores filas y son los tiltimos k los nulos entonces los m—k que
quedan encima son linealmente independientes entre si (los tltimos k son linealmente
dependientes de estos m—k).

Si no hubiéramos permutados filas durante el escalonamiento los m—k vectores-fila
iniciales serian LI.

I1.12.1.Teorema de Rouche-Friobenius
Vamos a vincular el rango fila de una matriz con la posibilidad de existencia de solucién a
un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.

a11X1+a12X2 +""+a1n n :b.l.
X+ ay,X, +.. Ay, X, =D,

Un sistema puede escribirse matricialmente como A.X =B

amlxl + a'mZXZ tot amnxn = bm
donde A es la matriz de coeficientes del sistema (mxn), X la matriz columna de incégnitas
(nx1) y B la matriz columna de términos independientes (mx1).

Ay 8 . Ay % by
A ay 8,y ... Ay, pa X, Be b, ,
Ay Ay e 8y, X, b,
Asimismo tenemos a M, matriz ampliada del sistema de dimension mx(n+1):
& A, - A, ib
M= &, Ay ... By, i b.2
By B o By | D,

Analicemos algunos casos particular para ver si ciertos resultados pueden ser
“" 7

generalizados (“#” representa un nimero real no nulo y “*” uno cualquiera o sea que
puede anularse).
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Ejemplo 16
H o'le
a) (Qué sucede si tuviéramos un sistema con n=2 incdgnitas de este tipo [ " E } ?
| L]
De la segunda obtendriamos x2 y luego sustituyendo en la primera saldria x; el sistema es
compatible determinado (SCD).

# e # oo
Veamos los rangos de las matrices A= y M= Lo
0 # 0 #e

Al estar ambas trianguladas tenemos rgf(A) = 2 y rgf(M) = 2; n=2.

wacl? Lo o1
5710 oYM 0 ol#/

El sistema es incompatible pues la segunda ecuacion significa 0.x1 +0.x2 = # (SI).
Aqui rgf(A)=1, rgt(M)=2, n=2.

# # oo
c) A= {0 ;} y M=[O ; ! ;}, el sistema es compatible indeterminado (SCI); x1 queda en
|

funcion de x2; rgf(A)=1, rgf(M)=1, n=2.

Cuestion: ;Podriamos asegurar que x: se puede poner en funcion de x1?

0 #e
dM=|0 O i #|; SI; nos imaginamos a A y tenemos: rgf(A)=1, rgf(M)=2, n=2.
0010
# o o ole
O # e o i °
e) M= i |; SCD; rgf(A)=4, rgf(M)=4, n=4.
0O O # oo
000 #le
# o o o0
O # e o E °
f) M= i |; SL rgf(A)=3, rgf(M)=4, n=4.
0O O # o : °
000 O1#
# o o o0
|
g)M=|0 0 0 #|e|;SCL rgf(A)=2, rgf(M)=2, n=4.
000O0I0

El teorema de Rouche-Frobenius da un marco tedrico a lo ejemplificado.

Tabulemos lo obtenido —tener en cuenta que rgf(A)< rgf(M) pues M se obtiene agregando
una columna adicional a A—.
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Ejemplo | Rango A | Rango M | n | Tipo de solucidon
(a) 2 2 2 SCD
(b) 1 2 2 SI
(c) 1 1 2 SCI
d) 1 2 2 SI
(e) 4 4 4 SCD
) 3 4 4 SI
(g) 2 2 4 SCI

‘Si rg(A)=rg(M) hay soluci()n:|

Recordar que los rangos filas y columnas coinciden; el niimero de columnas estd dado por
el nitmero de incognitas y por eso rgA < n en cualquier caso.

a) tnica si rg(A)=rg(M)=n
b) infinitas si rg(A)=rg(M)<n

‘Si rg(A) < rg(M) no tenemos solucién.|

o~

-~

rg(A) = 1g(M)

/ =N SCD solucion tinica

\ <n SCI infinitas soluciones

rg(A) <rg(M) — SI — ninguna solucién

(‘Tearema de Rouche—]—'riibenius]

Actividad 28

a) Dado el sistema A.X =B de m ecuaciones con n incégnitas y sea M la matriz ampliada

de dicho sistema.
Completar la tabla:

Rango | Rango n Tipo de
A M solucion
1 5 6 6
2 4 4 7
3 3 3 SCD
4 2 2 SI
5 3 6 SCI
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b) Analizar el rango de las siguientes matrices:

(-2 3 4 1]
-3 3
Lo 1 -1 3 -1 4 -1 2 7 -3 6
L=, |/ T=[-1018 0 7| T=-53 -1, T,=|-4 2 5
1 2 7 0 -1 9 7 1 -1 2
0o 2
1 1 23 -3]

Nota
(Tiene algun tope el rango de la matriz que esta analizando?
(Convendria obtener el rango fila o el rango columna?

¢) Analizar el rango de los siguientes conjuntos de vectores:
N={(0,1,1,0); (1,0,0,-2); (3,1,1,-6)}
N={(-2,1,1,-1); (1,-2,-1,4); (2,5,1,-13); (-1,-1,0,3)}

11.12.2. Equivalencia entre sistemas de ecuaciones lineales
¢ Cémo podemos ver si dos sistemas de ecuaciones S1 y Sz son equivalentes o sea tienen el mismo
conjunto solucién?

Primero podriamos triangular cada conjunto de ecuaciones por separado y quedarnos con
las independientes (cuya cantidad coincide con el rango de cada matriz de coeficientes y
de la matriz ampliada; si éstas no son iguales ya no tendriamos solucion y sélo son
equivalentes los sistemas si ambos son incompatibles).

Si ambos sistemas son esencialmente iguales deben tener igual rango k. Por ende si los
rangos de ambos sistemas fueran diferentes no podran ser equivalentes.

O sea si el rango es k en ambos casos seguimos trabajando.

Ubicamos las k ecuaciones de uno de ellos y a continuacién las k del otro (y éstas no son
intercambiadas con ninguna de las del primero) procediendo a triangularlas. Si los sistemas
son equivalentes las tltimas k deben anularse por completo.

Ejemplo 17
—-3x+2y-z=8 , | =X+2y+9z=-24

y S son equivalentes.
2X-y+3z=-12 -11x+9y+8z=-4

Compruebe que S: {

El rango de ambos sistemas es 2 pues las dos ecuaciones son linealmente independientes
(una no es multiplo de otra).
Triangulemos ubicando por comodidad las de S’ arriba y luego las de S.

1 2 9!-24 1 2 9 !-24

11 9 8! -4 0 -13 -91' 260 |-11f, + f,
3 2 -11 8| |0 -4 -28 80 |-3f+1,
2 -1 31-12 0 3 211-60) 2f+f,
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-1 2 9|-24 -1 2 9 |-24
| |
0 -1 -7} 20 |f,+13 0 -1 -7} 20
— | — |
0 -1 -7! 20 |f,+4 0 0 01! 0 |f+f,
0 1 7 1-20)f,+3 0 0 01 0 )f+f,

Toda solucion de S cumple con las ecuaciones de S’ y como ambos tienen igual rango
representan al mismo sistema de ecuaciones; tiene idéntico conjunto solucion.

+ Compruebe que S1 es equivalente a Sz pero no es equivalente a Ss.

3X, — X, +5X; =8
S, - 2% — X, +3%; — X, =5 S, =) x —2x, —5x, =1
o ox+2%4+x,=3 R

S, :{—3x1+x2—5x3:—8
X, + X, +3%X, =1

2%y +X, =3

I1.13. Sistemas con pardmetros
Un sistema como el que sigue se denomina un sistema con parametros (en este caso un
solo parametro, a); aparte de las incognitas x1y x2 hay un nimero a que segtn el valor que
tome puede influir en el tipo de solucidn.
X, + 2%, =—6
{(a —4)X2 2+a)

2 | -6
Analicemos la matriz M: ¢ ) : .
0 a°-4| 2+«

La matriz M parece estar triangulada pero no lo es en todos los casos: si an (que vale )
fuera nulo no lo estaria.

Si a0 y o4 son diferentes de cero podriamos deducir x2 de la segunda ecuacion

(X, = + ) y luego reemplazar dicho valor en la primera y obtener xi1; ademas rg(A)=

rg(M) =n= 2 y el sistema es SCD.

0 2,-6
|

0 -4 2

—Y2 1o cual es inconsistente; tenemos un SI - si trabajaramos un poco llegariamos a rg(A)=

1; rg(M)=2—-.

Si a=0 nos queda: [ j; de la primera ecuacion sale x> = -3 pero de la segunda x>=

2 2,-6
Que a-4 =0 implica dos opciones: a=2 6 a= -2 y nos quedan las matrices [O 0 i 4 j y
|

2 2,-6
( 0 0o i 0 J que corresponden a sistemas incompatibles e indeterminados
|

respectivamente. Resumiendo:

Valor de o | Tipo de solucion
R-{0, 2, -2} SCD

0 SI

2 SI

-2 SCI
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Ejemplo 18
Dada la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones analizamos el tipo de solucion para
las posibles combinaciones de los parametros a y b.
5-a -2 -1 1)\f
S| -2 2-a -2 i 2 |f,; reordenamos con {3, f, fi.
1 -2 5-alb)f,

-1 -2 5-alb -1 -2 5-a | b
2 2-a -212| > |0 6-a -12¢2a! 2-2b | —2f+f,
5a -2 -111 0 -12+2a (5-a)2-1! (BG-a)b+1/(5-a).f,+f,
-1 -2 5-a | b
0 6-a _12+2a | 2-2b
0 0 (5-a)2-1-24+4a! (5-a)b+1+4—4b)2f,+f,
-1 -2 5-a | b
0 6-a -12+2a! 2-2b

0 0 a*-6a!(G-ab+5-4b
Si (6-a) y (a2 —6a) son diferentes de cero (a#6 y a#0) ocurre que rg(A)=rg(M)=n=3y el
sistema es compatible determinado.
-1 -2 -1, b
Sia=6queda| 0 0 O i 2-2b |que tiene solucion solamente si b=1.
0 0 0155
O sea si a=6 A b=1 SCI (rg(A)=rg(M)=1, n=3); si a=6 A b#1lel sistema es incompatible.
-1 -2 5 b
Sia=0Oresulta| 0 6 -12 i 2—-2b |; para b=-5 es rg(A)=rg(M) = 2 <n= 3 y hay infinitas
0 0 0 |b+5

soluciones; si b#-5 el sistema es incompatible.

En fin:
a b |R{1,-5)] 1] -5
R-{0, 6} SCD
6 sI | sci| s
0 SI SCI
Actividad 29

Analizar las soluciones segin el valor que asumen los parametros (respuestas en el Apéndice):

1 -2 3! -3 1 1 1)1 1 2 1la
| | |

o —a+1 2 ! 4 i) [k k+l -1! k iii)|1 -3 3.b

0 0 b+2i3-a 5 k 131k+4 2 -1 4ic
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5 0 2,-6a-12
|
iv)|-2 -1 1| 3a+5 | (piense en algiin “truco” que facilite la triangulacion)
3 -1 3! a+5
1I14. La inversa de una matriz (sequnda aproximacion)
Recordemos que una matriz A de nxn es inversible si existe una matriz B de nxn tal que:

LA.B =B.A= I“X"| donde esta tiltima es la identidad para matrices cuadradas de orden n.

En la pp. 69-71 se vid que se trataba de resolver en forma simultanea varios sistemas de
ecuaciones lineales con diferentes términos independientes.

O sea que A.B =1 puede pensarse como la resolucion de A.X'=E!, AX>=E?, ..., AX"=Er
donde E es la i-ésima columna de la identidad nxn y X es el i-ésimo vector columna de la
matriz que por ahora resulta ser desconocido. Al tener todos estos n sistemas con n
incdgnitas cada uno de ellos la misma matriz A, las operaciones elementales de filas son
idénticas para todos y sélo cambian los valores de cada vector de términos independientes.

Ejemplo 19
2 -3 -5
I) Calcular lainversade A=| 1 -1 -2
-1 3 5

Resolvemos por Gauss-Jordan buscando obtener la identidad del lado izquierdo de la
matriz ampliada M.

2 -3 -51 0 f,

|
1 -1 -2/01 f, reordenamos £, f3 y fi.
1 3 0 0 1)f

0
0

1 3

[1 -1 -2i0 1 0

310 1 1| f,+f, —

5
1 -1 -2!010
13 51001

0

2 -3 -5/1 0 0 111 -2 0)-2f,+1,
1 -1-2/0 1 0 1 -1-2/0 1 0
| |
0 -1 -1!/1 -2 0|f,<>f, - |0 -1 -1/1 -2 0
02 30 1 1 0 0 112 -3 1)2f,+1,

0 103 -5 1|f+f,—|0 -1 0/3 -5 1

1 -1 04 -5 2)2f,+f, (1 0 0)1 0 1)-f,+f,
N
00 112 -3 1 00 112 -31
1001 0 1 1 0 1
0 1 OE—S 5 -1|;lainversaes A'=B=|-3 5 -—1| [;Verificarla!]
0012 -3 1 2 3 1
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Comentario
Si al resolver llegamos a un sistema incompatible no existird inversa.

10 1 10 1100
|
Por ejemplo A=| 0 5 -1|noesinversible puesal plantear |0 5 -1/0 1 1ljenla
00 0 00 0001

ultima ecuacion para la tercera columna de A~ seria 0.x33= 1, la cual no tiene solucion.

Una matriz cuadrada de nxn es inversible si y sélo si su rango es n‘

Actividad 30
Obtener las inversas (si las hubiera) de las siguientes matrices® (respuestas en el Apéndice):

1 -1 2 1 21 1 -2 1 2 1 -1
Q=2 4 2|, R=5|2 5 0|,S=|-2 4 -6|,T=-4 -1 1|,
1 -3 3 3 3 8 0O 0 -3 -2 2 -2
-1 0 -1 -1 -3 -1 1 -2 1 0 10
-3 -1 -1 0 -1 3 2 1 0 0 10
U= , V= , W= .
5 0 3 4 0O 1 1 O 0 -110
3 0 2 3 -2 1 -1 -3 1 1 01

I1.14.1.Inversa y sistemas de ecuaciones lineales

Si tenemos un sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas podemos representarlo

como A.X=B con ACR™, X y B €R™.

Si A es inversible resulta que A™.(A.X)=A"'B — (A1A)X=A"B — (I™).X=A"B —
x-an

La expresion obtenida nos permite hallar X.

Ejemplo 20
2x-3y-5z=0
Sea el sistema ¢ X—y—-2z=0 . a) Resolverlo por Gauss (tarea para el lector).
-x+3y+5z=1
2 -3 -5)(x) (O
b) El sistema puede expresarsecomo | 1 -1 -2|/y|=|0}|;
-1 3 5)J)lz) (1

% Adaptado de Williams, Gareth (2002): “Algebra Lineal con aplicaciones”, Mc Graw-Hill, Interamericana
Editores, Cuarta edicion, México, p. 87 y Poole, David (2006): “Algebra Lineal. Una introduccion moderna”,
Cengage Learning Editores S.A., Segunda Edicidn, México D.F., p.p. 173-177.
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2 -3 -5
la matriz A de coeficientes del sistema es cuadraday vale | 1 -1 -2/|; suinversa

-1 3 5
1 0 1
(ejemplo19)es A'=|-3 5 -1
2 -3 1
1 0 1)(0 1
Porende X=A'B=|-3 5 -1|.|0|=|-1| - x=1;y=-1;z=1 (compararlo con el
2 -3 1)1 1

resultado obtenido en a)

Una cuestion puede haber surgido:

¢ Qué tan conveniente es obtener a X de este modo donde hallar la inversa resulté ser mds
largo que resolver el sistema de ecuaciones?

La ventaja puede radicar en la necesidad de hallar la solucién para varios sistemas con
igual matriz A y diferentes B (B, B’, B”, ...); cada solucién (X, X', X”, ...) se obtiene
efectuando el producto de A~ por la matriz de términos independientes correspondiente.

2x-3y—-5z=-3 1 0 1)/(-3 -7
Asi para el nuevo sistema { X-y-2z=2 lasoluciébnes |-3 5 -1|.| 2 |=| 23 |—
- X+3y+5z=-4 2 -3 1 -4 -16

x=-7;y=23; z=-16.

I1.15. Las “otras” miradas sobre un sistema de ecuaciones lineales

2x-3y-5z=0
Unsistema S: { X—y—-2z=0 como el ya trabajado puede pensarse de diferentes modos:
—Xx+3y+5z=1

a) Como la busqueda de la interseccion (si la hubiera) entre tres planos en el espacio.

Los planos son IT: 2x -3y —5z=0; I[T: x -y -2z=0; I1": x +3y + 5z =1.

Si tuviéramos mas de tres incdgnitas esta mirada geométrica escapa a nuestra percepcion
sensorial. Tal vez alguno de nuestro lectores tenga un desarrollo cognitivo lo
suficientemente versatil como para “ver” en cuatro o mas dimensiones (para nosotros ain
no es accesible).

b) Como una combinacion lineal de vectores y el andlisis de la dependencia o
independencia lineal entre ellos:
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2 -3 -5 0
{1 |+y|-1{+2-2|=|0].
1

-1 3 5
0 2)\(-3) (-5
Estamos viendo si el vector | O |es combinacion lineal de los vectores | 1 || -1 |y|-2]o0
1 -1/ 3 5

sea si pertenece al subespacio®® que generan estos tres ultimos vectores.

c) La representacion A.X nos suministra para cada vector incégnita X una respuesta o
imagen A.X = f(X) que puede coincidir o no con B.
Si coincide con B decimos que X es una solucion del sistema.

2 -3 -5)(1 0 1 0
Asi |1 -1 -2||-1]=|0|=B—-f(|-1))=|0};
-1 3 5 1 1 1 1
2 -3 -5\ (-7 -3 -7 -3
encambio| 1 -1 -2|.| 23 |=| 2 | ->f(] 23 |)=| 2 |#B;
-1 3 5)(-16) (-4 -16 -4
-7
por lo tanto | 23 | no es solucion del sistema A. X =B.
-16

La funcién f(X) = A.X es una transformacion lineal de R™! en R™!si ACR™" y representa a
un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas.

f(X) es la imagen de X bajo f y por lo tanto el plantear {(X) = B puede verse como la
certificacion de si B es un elemento de la imagen de f.

Por lo tanto un sistema incompatible es aquel donde ningiin resultado de los obtenidos al
transformar los infinitos X posibles permite obtener a B.

-~

El Juego de las Relaciones

en el
Algebra Lineal

@ ECUA CIONES
LINEAIES
TRANSFORMACIONES
IINEALES :

% Subconjunto de un espacio vectorial con determinadas propiedades. Este tema se desarrollara mas
adelante.
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Actividad de refuerzo 12
(I) Sea el sistema S: { 2x+y=b ,ay b reales.
-X+ay=23
a) Hallar a y b para que la solucién a S sea {(-5; 6)}.
b) Si a hubiera sido -2 y b= 4, encuentre la nueva solucion.
Ax+3y =«

—con o valores reales— tiene por solucién al (-1; 4),
3xt5y=p yp p (-1;4)

¢) Si un sistema S”: {

. y . —AxX+3y =«
(cudl seria la solucidn para el nuevo sistema: ?
+3x+5y=p4
4Ax+5y=4
(IT) Por medio del método de Gauss compruebe que el sistema S:{ —X-3y=6 tiene
-3X+y=-22

solucion tnica. ;Cudl es ésta?

-X+y=4
(IIT) Dado el sistema S: 2y+z=6 ,sepide:
2X—y+z2=-3

a) Expresarlo matricialmente.

b) Halle la inversa de la matriz A del sistema.

c) A través de A~! obtenga la solucion del sistema S.

d) Indique al sistema como una combinacidn lineal de vectores y sefiale cual combinacién

4
nos da al vector | 6
-3
e) Defina la funcion T(X) = A.X con A la matriz del sistema de ecuaciones.
2 4
Obtenga T(| — 2 |) y cual vector v cumple con T(\?) =l 6
3 -3

I1.16. Los sistemas de ecuaciones lineales homogéneos y no homogéneos.

Si A.X =B representa un sistema .%’de m ecuaciones lineales con n incognitas y B no es la
matriz nula de mx1 (O™) diremos que .%"es un sistema lineal no homogéneo;
si B fuera O™ se dice que .%es un sistema lineal homogéneo.

2x-3y-5z=0
Por ejemplo &4 X—y-2z=0 esun sistema no homogéneoy,
-X+3y+5z=1
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2x-3y-5z=0
Sy X—y—-2z=0 eshomogéneo.
-X+3y+5z=0
Un sistema homogéneo siempre es compatible pues asignando valor cero
simultaneamente a cada una de las variables todas las ecuaciones se satisfacen.

En el ejemplo observamos que ambos sistemas comparten la misma matriz A de
coeficientes del sistema; diremos que .“#es el sistema homogéneo asociado a .5
Si “fuera homogéneo tendriamos que .y .“i coincidirian.

Vamos a tratar de vincular las soluciones de .y .

Sean X’ y X" soluciones de .5 0 sea:

AX =B
AX"=B
Si restamos miembro a miembro: A.X'— A.X"” = O (matriz nula)
AX-X")=0

O sea que X' — X" = Hi que es una solucion del sistema .“#; esto es A.Hi1=0
Por otro lado si efectuamos a.Hi con a un ntimero real resulta:

A.(a.H1) = (A.a)Hi =a.(A.-H1) =a.0=0.
O sea que a.Hi es una nueva solucion del sistema homogéneo asociado.

De la igualdad X" — X" = Hi podemos pensar que para cierto X es X - X" =a.Hiy
despejando sale que lo cual puede interpretarse del siguiente modo:
podemos obtener infinitas soluciones de .%’si conocemos una (X"’) del mismo y una no
nula de .“4 (si fuera nula cualquier multiplo de ella nos regresa el vector nulo y la tinica
solucion es X”).

El conjunto de soluciones de .7 se obtiene tomando una solucion particular de .’y sumar
cada vez una solucion del sistema .1 asociado; a cada una de las infinitas posibilidades de
“h —si fuera un SCI- le vamos sumando X’ y conseguimos una nueva solucion X de .

Antes de pasar a un ejemplo comentemos que la biisqueda de soluciones para un sistema
homogéneo A X = O puede admitirse como la obtencién de raices o ceros de la funcién -y
transformacion lineal- .

Basicamente estamos planteando A.X = O como muchas veces hicimos a lo largo de
nuestro recorrido educativo (;0 se olvidé de x> —6x — 7 = 0 de la escuela media?).

Ejemplo 21
0 1
3 1
I) Sean X'= 1 y X'"= 0 soluciones del sistema .%: AX = | 2
3
2 -3

a) Dar tres soluciones adicionales de .&.
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-1 -1

-4 -
Si X"y X” son soluciones — Hi = X'- X" = es solucidon de “ay a.Hi=a. también.
0 -1
_ -1 -4
Entonces otras soluciones X de .%’son de la forma: X = +a. L
2 5
-2 2 -3
, -9 7 -13
Sia=2—->Xo= ;a=-2—>Xao= ;a0=3—>X3= ;
3 -1 4
12 -8 17
X
X
b) ¢(Cual de las soluciones anteriores X= x2 cumple con que 2x1 — x2 + X3 —=3x4 = 32?
3
X4
—a
Como X =| 1 se tiene que 2.(—a) — (4a -1) + a+ 1 -3.(bax + 2) =32
a+
Sa +2
3
11
2a+da+1+a+1-15a-6=32—>-120-4=32 - -12a=36 >a=-3—> X = 5
-13
1
0 -1
c)SiY'= 0 es solucion del sistema .%7“: A.X=| 0 | indicar otras 3 soluciones del sistema
2
1
1 -1
" AX=]2|+3.] 0
3 2
El sistema .&7* tiene igual .fi que .~y .”’; por lo tanto una cantidad infinita de soluciones
-1
. : -4 .
de & las obtendremos sumando una particular del mismo a a. 1 -que permite obtener
5

este ultimo soluciones homogéneas-.
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1 -1

Tratamos de “rearmar” la ecuacion A.X=|2|+3.| O

3 2
0 1
1 -1
-1 0
Sabemos que A. s 2| yque A. ol = 0|,
3 2
2 1
de esta ultima si multiplicamos por 3 a ambos miembros sale:
1 1 3
0 - 0 - 0 _1
3.A. =3.] 0| — A3 []=3.]0|—A. =3.| 0
0 0 0
2 2 2
1 1 3
0 0 3
1 -1 1 -1
-1 0 -1 |0
Si sumamos A. L =|2|y A 0 =3.| 0 | obtenemos A.| 1 + 0 =12(+3.| O
3 2 3 2
2 3 3
3
A. =|2|+3.| 0 |y por lo tanto _1 es una solucion particular de ..
5
3 -1
_ -1 -4
Otras soluciones de . son: Z = +a. 1
5 5
2 1 0
, -5/ -9 -13 .
Con aigual a1, 2 y 3 obtenemos > I 3 Y| 4 respectivamente.
10) \ 15 20
Actividad 31
3 0 1
a) Se sabe que | -9 |, | 2 |y | O |son (respectivamente) soluciones de los sistemas A.X =B,
3 -1) \0

AX=CyAX=0.
Obtener 3 soluciones para los sistemas S: AX=B+C; S§:AX=-%B+5.C
X + KX, — X+ X, =7 =% 3%, + 2%+ (3- f).X, =3

b) Dados los sistemas S: {(k D)X+ 2% — X, = -2 y S 2%, + 3%, + g X, =8

bl- Hallar k y  sabiendo que (-1, 2, 2, 4) es solucidon de ambos sistemas.
b2- Encuentre todas las soluciones comunesa Sy S'.

Tejiendo el Algebra Lineal - Apunte | - Algebra y Geometria Analitica | — Dto. de Ingenieria — UNLAM - 104



I1.17 Actividades de repaso y reafirmacion de contenidos

1) Dados los puntos Q= (1; 0), R= (4; 1), 5= (3; 5), M= (-5; 4), N= (-6; 1) y P= (-1; -3).
a) Graficar en el plano.

b) Obtener e indicar en la grafica los vectores E W, , W; , W‘; y WS que permiten
producir el recorrido MNPQRS (en ese orden).

c) Hallar la distancia de Q a S.

d) ;Qué punto T cumple con PT equivalente a NM ?

e) ¢Cual es el punto medio del segmento MP ?
A
f) Demostrar que NM R es un tridngulo rectangulo en M.

\»/‘ 41

2
h) ;Qué punto H del eje y cumple con MP L HS?
i) Obtener las ecuaciones vectorial y explicita de la recta r que pasa por My Q.
j) ¢Quién es 1’ perpendicular a r que pasa por S?
k) Establecer 1’ // r cuya abscisa al origen es x=-5.

g) Conseguir v// QN de sentido contrario y

2)Si A=(1;2), B=(-2;6) y C=(6; 2):

a) Verificar que d(A; B) =d(A; C)

b) Obtener D tal que ABDC sea un rombo.

c) Comprobar que los lados del rombo son paralelos entre si.
d) Corroborar que las diagonales son perpendiculares entre si.

3) Sea A= (-6;4).

a) Elegir B#A y establecer AB y su norma.

b) Obtener C diferente a A tal que AC L AB.

c) ;Qué vector W es paralelo a Ey de igual tamano al AB?

d) Si D= A+w y E= A-w, (qué tipos de triangulos son los AEB y ADB? ;Cudnto vale el
area de cada uno de ellos?

4) a) Hallar y graficar las rectas perpendiculares a la recta X?_l =Y —-4 que determinan con

los ejes coordenados un tridngulo de area igual a 5.
b) La ecuacion de la recta que contiene al punto R= (-3, 1) siendo este el pie de la
perpendicular trazada desde el origen de coordenadas a la recta buscada. Aytadese con un

esquema.
-1 2 1 0O -1 3

5)Dadas A= 1 0 -3|yB=-2 1 -2|.
4 1 O 0O -5 0

Obtener sin hacer todo el producto:

a) La segunda fila de A.B
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b) La tercer columna de B.A
c) El coeficiente c1s de C=B.A.B

2 3 0 -2
6) Sean A= [0 J y B= [ 3 }, hallar X€R>? tal que A%+ X =2B.

1
abo 33 -1
7)SiA=|0 1 1| determine todos los valores de a y b paraque A'=|0 1 - %
0 0 3 00 %

8) Simplificar las siguientes expresiones matriciales®:
a) A.(A —4B) +2B.(A+B) —-A2+7B? + 3A.B
b) B.(2I -B.A) +B.(41 + 5A).B - 3B.A.B +7B2.A

9) (Qué lo incorrecto en la siguiente demostracion®?

Si A.X =B es un sistema de ecuaciones con A de orden n y X1 y Xz son dos soluciones
sucede que:

A.X1i=ByAX:=B - A Xi=AXe — Xi=X2

Entonces nunca un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas tiene mas de una
solucion.

10) Dado un sistema de 2x2 podemos representarlo por A.X =B.
Si A es inversible ocurre que A7 (A.X) = (A1 A).X=LX=X=A"1B
O sea que la solucién es X = AL.B
Para los siguientes sistemas escribalos en forma matricial, obtenga A~ y luego la solucion
X.39

X +2X, =2 2% + X, =4 3 —X, =4

St S Sa:
3X, +5%, =4 4x, +3X, =6 —6X +2X,=-8

11) Encuentre todos los valores de a real para que las siguientes ecuaciones tenga*’:
a) Exactamente una tnica solucidén; b) infinitas soluciones; c) ninguna solucion.
[)a?2x-2=4x+a II)(a*-1).x=a+1 II) (a2+1)x=a IV) ax —a’.y =3a

12) Al encuestar a 100 mil titulares de autos (70% pequenos y 30% grandes) se supo que
para la préxima compra anual el 75% de lo que tienen auto chico seguiran con esa eleccion
y 65% de poseedores de autos grandes prosiguen con ese gusto.

A través de un modelo matricial obtenga la distribucion de autos luego de 12 afios.

% Williams, Gareth (2002): “Algebra Lineal con aplicaciones”, Mc Graw-Hill, Interamericana Editores, Cuarta
edicion, México, p.64.

3 Jdem anterior, p.64.

% Adaptado de Williams, p.87.

40 Adaptado de Nakos, George; Joyner, David (1988): “Algebra Lineal con Aplicaciones”, International
Thomson Editores, México, p.12.
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¢(Existe alguna distribucidn inicial de tal manera que la misma permanezca inalterable a lo
largo del tiempo?

13)* Un negocio de ropa se provee de camisas de dos talleristas (A y B). El primero le
entrega 150 camisas de abrigo por semana y 50 de vestir; el segundo 100 y 60
respectivamente.

- 150 - |10
Si consideramos los vectores columnas como V = { 50} y V= { 60} interprete a:

a) V+V b) V-V’ c) 8v d) av+ BV conay pER".
e) ;Cuantas veces provey¢ cada tallerista para que el comerciante tenga a disposicién 1900
camisa de abrigo y 820 de vestir?

I1.18 Apéndice

11.18.1. Otras formas de explicitar una recta en el plano

Partiendo de la expresion ecuacion vectorial de larecta |1: U= a.v+P| a€R,

. 7 . . uX = a'VX+ pX
obtenemos las ecuaciones paramétricas cartesianas
u,=av,+p,

U, — Py —a
. . . . . . \
Si se despeja o en ambas ecuaciones (sera posible si v« y vy no son nulos): 1| o D
y My,
Vy
: ux_px_uy_py . < I
igualando se llega a = [112.4] ecuacion simétrica de la recta.
Vv, v,
X— Py Y- py
Normalmente se usa x como ux e y como uy quedando ——>="——.
V, v
y

Si de esta ecuacion se despeja 'y

X— Py v v Y,
(V—XJ-vfy—py - (V—ZJ-(X—px)w—py - {fj-X—(v—ij-pwpy

a las siguientes expresiones (que dan un ntimero real siempre que vx# 0) se le asigna un

v v
nuevo nombre: m:(—yJ y b:—(—yj.px+py
v v

X X

De esta manera se obtiene una nueva expresion [11.2.5] llamada ecuacion
explicita de la recta.

De aqui se pueden reconocer otras dos posibilidades:
a) -m.x +y —b =0; si se multiplica por un niimero no nulo # queda

# Adaptado de Nakos, p. 73.
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B.(-m)x+p.y+B.(-b)=p.0 — y siserenombra lo sombreadodajs.x+ty+q= O‘ [11.2.6]

b) y —m.x =b; si b# 0 se puede dividir ambos miembros de la igualdad:

%—%:1 — %+(—%).X:l — %+ _ib X=1; si XO:—%eyo=bqueda
m
X Y o .
+—==1/[112.7] ecuacion segmentaria de la recta R.

La intencidn no es recordar el nombre de cada manera de expresar una recta sino
reconocer en qué caso se esta ante las ecuaciones de una recta y cuando no.

11.18.2

1) Utilizando la figura responda a las consignas.
a) Identifique los puntos indicando sus coordenadas.

b) Realice
I. Giro 90° izquierdo VI. Simetria axial eje x
II. Giro 90° derecha VII. Simetria axial eje y
III.  Giro 45° izquierdo VIIL. Proyeccidn eje x
IV. Giro 45° derecha IX. Proyeccion eje y
V. Simetria central

-
2
Ll

{asumir cada divisién|con valor unitario)

m
|
T
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2) A partir de la figura original, determine para cada una de las figuras siguientes si han
sido obtenidas o no a partir de una de las operaciones de giro, simetria (axial o central)
0 proyeccion.

/ [a] N g [b]

- Y
/7 [d] \
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s [f] ~

e [h] h
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11.18.3. Mapa Actividad 1 (pdg.19)
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Datos del mapa 82013 Google, Inaw/G
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