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Unidad III: Geometria y matrices. Los sistemas y sus aplicaciones. El determinante.

Resumen

- Regresamos a Geometria para estudiar los planos en el espacio, las relaciones entre éstos
con las rectas vy la distancia de un punto a un plano, de una recta a un plano y entre dos
rectas.

- Introduciremos el concepto de coordenadas homogéneas que nos permitird incluir a las
~ traslaciones dentro de un tratamiento matricial versdtil y que es una herramienta
importante en Computacion Grdfica.

Mds adelante una serie de aplicaciones de los temas abordados hasta aqui a distintas
disciplinas para finalizar con el concepto de determinantes.

II1.1. El plano

Consideremos dos vectores ay:/ no nulos en R? y efectuemos todas las combinaciones
lineales de ambos o sea obtengamos todos los vectores w que surgen de efectuar la
expresion a. u +[:’>\7 con a y 3 cualquier par de nimeros reales.

Si a=0 nos queda que w= [3\7 y obtenemos todos los puntos de la recta que pasa por el
origen y esta dirigida por V. Apoyémonos en un grafico.

Si a=1 nos queda que w=u+ ﬁ\? y alcanzamos todos los puntos de la recta que pasa por el

extremo de U (en adelante punto U) y esta dirigida por v.

-Mau+ Bv

Ou+B.v
Yau+ B.v

lLua+p.wv

Plano generado
por
Fyo

LN

Si a=Y2 nos queda que wW=YaU+ ﬁ\? y dan todos los puntos de la recta que pasa por .U y
esta dirigida por V.
Para a=—1 resulta w=—u+ [5\7 o sea la recta que pasa por -U y esta dirigida por V.
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Y asi sigquiendo se consiguen infinitas rectas paralelas orientadas por V y que pasan por un punto de

larectar”: (x,y,z)=a.u.

El resultado es un plano que pasa por el origen y esta generado por ay:/

O sea A= (x, y, z) es un punto perteneciente al plano si existen algin « y algn f reales tal

que (X, y, z) =a.u+p.v

Si sumaramos a la expresion anterior un punto P
geométricamente estamos trasladando cada punto un
vector OP y todo el plano anterior se desplaza esa
cantidad vectorial.

Sean U= (ux, uy, uz), v= (Vx, vy, v2) y P=(px, Py, P2).
Un punto A= (x, y, z) pertenece al plano generado

por U yV y que pasa por P si existen algin a y
algun 3 reales tal que:

(%, y, z) = a. (ux, Uy, Uz) + B.(Vx, Vy, Vz) + (Px, Py, P2)

Se llama ecuacion paramétrica vectorial del plano.

Operando e igualando componentes se tiene:

X=aU, + BV, + p,
y=au,+pBv,+p, | Va,BeR ecuaciones paramétricas cartesianas del plano
Z=al,+pBV,+p,

Ejemplo 1

a) Obtener las ecuaciones vectorial y paramétricas del plano 11 que pasa por P= (2, -1, 3) y estd

generada por lo vectores U= (0,3, 1), v= (-1, 0, 2).
(x,y, z)eIl sise cumple:
(xy,z)=a.(0,3,1)+p.(-1,0,2) + (2,1, 3)

X=—p+2
Im:y y=3a-1
Z=a+20+3

* Dar tres puntos diferentes a P que se encuentren en el plano:
Sia=0AB=1setieneque(x,y,z)=(-1,0,2)+(2,-1,3)=(1,-1,5)
Sia=1ApP=0nosda(x,y,z)=(0,3,1)+(2,-1,3)=(2,2,4)

Sia=1 A B=-1 conseguimos (x,y, z) =(0,3,1) - (-1,0,2) +(2,-1,3)=(3, 2, 2)

¢ ;Con cudl valor de k resulta que D= (k—6, —2k +3, k+2) es un punto de I17?

Si D estd en el plano resulta que existen a y 3 tal que:
(k—=6, 2k +3, k+2) = . (0, 3, 1) + B.(-1, 0, 2) + (2, -1, 3)
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k-6=—83+2 B=-k+8 B=-k+8
_—2k+4 -2k+4

~2k+3=3a-1 - | a=—— - Y73 -
k+2=a+28+3 =
B K+2=a+2B+3 K+2=—2K+ 2 ok 416+3
3 3
—2k+4 —2k+4 —2k+4
— o= — o= — o= —o=-2
3 3 3 k=5
k+gk+2k:ﬂ+16+3—2 EKZS_S -

El punto D resulta ser (-1; -7; 7)

Comentario

En el Apunte I, pag 35, se propuso
la actividad 10 donde se pedia
demostrar que R® constituye un
espacio vectorial real.

Nuestra intencion es visualizar si
los conjuntos I1, y ITque

representan a sendos planos —uno
por el origen y el otro fuera del

mismo— forman o no espacios
vectoriales reales.

Los puntos A y P pertenecen a IT pero 0,3 OA no
Varias propied_ad_es las heredan de v lo mismo ‘OA+OP. Ademas no incluye al punto
lo que ocurre en todo R3 como ser 0 =(0,0,0) que es el vector nulo.

la asociatividad y conmutatividad
para la suma entre vectores y la
asociatividad en el producto por escalares.

Por eso nos focalizaremos especialmente en
tres:

I) si la suma de vectores y II) el producto por
un escalar son operaciones cerradas y III) si

el elemento neutro (0) pertenece al
conjunto.

Esta tltima condicion descarta a IT pero es

ilustrativo observar que las otras dos
tampoco se satisfacen.
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En cambio en IT, el vector nulo esta incluido, la suma de dos vectores del plano también

pertenece al mismo y cualquier multiplo de uno de ellos también lo hace!.

| Se trata de un subespacio vectoriull

II1.1.1. Ecuacion implicita (o general) y ecuacion vectorial del plano

En el esquema hemos dibujado un
plano y trasladado paralelamente el
mismo al origen; el vector N se
denomina vector normal al plano y
es perpendicular tanto a Ucomo a
v; por lo tanto si tuviésemos como
datos a estos ultimos podriamos
obtener algiin vector normal? a

Se han trasladado los vectores

u, vy N al origen (son vectores

equivalentes a los originales)

través del producto vectorial uAv.

Sea P un punto cualquiera del plano

que pasa por A; el vector AP resulta

perpendicular a N y por lo tanto
vale:

AP+N=0
ecuacion vectorial del plano

Como AP =P — A se tiene:
AP e N=0— (P-A) * N
—PeN-AeN=0

PeN=AeN
ecuacion implicita

Si detallamos a P=(x, y, z), A= (ax, ay, az) y N= (nx, ny, nz) nos queda:

1Sean Py Q dos elementos en 11, ;seran P+Q y kP nuevos elementos dee P —con k un ntimero real?

Ya que Py Q pertenecen al plano existen escalares tal que:

P= a.U+a’.V A Q= B.U+P.V;

P+Q=(a.U+a’.V)+B.U+p.V)=(a+p).U+(a’+p).V =A.U+A".V —con los escalares numeros reales—y
por ende P+Q es un elemento de IT.

kP=k(a.U+x.V)=ka U+ka'.V=0.U+d.V entonces pertenece a II.

- -

2 Cualquier multiplo no nulo de N nos sirve; si Uy V son paralelos no hay plano tnico (hagase un esquema)

-

ya/\V=6.

Tejiendo el Algebra Lineal — Apunte Il — Algebra & Geometria | — Dto. de Ingenieria — UNLAM — 109



(%, y,z) ® (ny, ny, nz) = (ax, ay, az) ® (Nx, Ny, Nz)
X.Nx + y 1y +Z.1Nz = ax.Nx + ay.Ny + az.Nz
Si a=ny, b=ny, c=nz A d=ax.nx + ay.ny + az.nz se tiene

‘u. X+b.y+c.z= d‘ ecuacion general del plano®

Ejemplo 2
i) Obtener la ecuacion del plano IT: que tiene por normal a N= (-3, 2, 4) y pasa por A=(1, 4, -2).
La ecuaciénes PeN =A o N
Xy, 2)* (32 4=(1,4-2) (324
-3x+2y -4z=-3+8+8
[ 3x +2y 4z=13| Ih

ii) Dar las intersecciones de I11 con los ejes y otros dos puntos del mismo.

* Interseccion eje x: el punto es de la forma (x, 0, 0).
—-3x=13 - x= —%%ﬁ (—1—;, 0, 0)

* Interseccion eje y: el punto es de la forma (0, y, 0).

—>2y=13—>y=1—23—>(0, 1—23,0)

* Interseccion eje z: el punto es de la forma (0, 0, z).

—>—4z=13—>z=—1—j—>(0,0, —%3)

Punto C; por ejemplo x=1, y= 0 y despejamos z:
-31+204z=13 - 4z=16 -z=—4 — (C=(1,0,-4)

Punto D; por ejemplo x= -1, z= 0 y despejamos y:
-3.(-1)+2y—40=13 -2y=10 - y=5 — D=(-1,5,0)

iii) Sea E= (h+2, -3h-3, 10+h) con h un niimero real; determinarlo para que E pertenezca a IT..
(-3).(h+2) +2.(-3h-3) 4.(10+h) =13 — -3h -6 —-6h -6 —40 —4h=13
— -13h=65 — |h=-5 — [E=(-3,12,5)

Efectivamente esta en I'li: —3.(-3) +2.12 4.5=9 +24 - 20 =13

iv) Escriba la ecuacion vectorial paramétrica de ITx
De -3x +2y —4z = 13 despejamos alguna de las variables (la variable y parece ser la mas
codmoda pero no es excluyente).

y ="/ +3x +2z

Luego (x, y, z) €Il si (X, y, z) = (X, B2 ¥3)2.x + 2z, z).

3 En diferentes libros aparece como cartesiana y en otros como implicita.
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Podemos pensar lo obtenido como la suma de tres puntos: en el primero ubicamos toda la
informacion sobre la variable x; la segunda sobre la variable z y la tercera para los términos
independientes —no afectados a las variables-.

(X, v, z) = (X, 32.x, 0) + (0, 2z, z) + (0, 13/, 0) = x.(1, 3/2, 0) + z.(0, 2, 1) + (0, 13/, 0)

con x y z nameros reales (hacen las veces de a y 3).

(x, y,2) =x.(1,%5 0) + (0,2, 1) + (0, %2, 0)

La forma alcanzada nos indica que el plano esta generado por los vectores u= (1,3/,0)y

V= (0, 2, 1) y pasa por el punto P= (0, 3/, 0).

b] Obtener la ecuacion implicita del plano Iz que estd generado por la combinacion lineal de
U= (-2,6,7)y v= (0, -1, 4) y para por A= (3, -3, 8)
Obtengamos N =UAV

i | kK
J :\6 1\_2 7 "_2 6
-2 6 7=i, -] +K| =(31,8,2)*
-1 0 0 -
0 -1
Luego I

(x,y,z)* (31,8,2)=(3,-3,8) ¢ (31,8,2); 31x+8y +2z=93-24 + 16 — IL: B1x +8y +2z = 85

v) Como pasar de ecuaciones paramétricas cartesianas de un plano a su ecuacion implicita

Sea el plano de ecuaciones

x=2+a.1+ B (-]

Ty= 3+a.2+ﬁ.(—]) Va € R.Podemos, trabajando sobre las ecuaciones Begar
z=-1+a.(-3)+ 5.2

x-2=a.1+ (-]

miey-3=a.2+ B (-1

Z+l=a.(-3)+ .2

Expresando el sistema en forma matricial y resolviendo

1 -1|x-2 1 -1 X— 2 1-1 X— 2 1-1 X— 2
2 -1|y-3={0 1|y-32k-2)=| 0 1|y 2+ 1= O 1| y 2+
-3 2 | z+1 0 -1| z+ & 3(x 2) 0-1 z ** 0 0 2 y x%
F,>F - E F,—>F+F,
F,>F+ B

Los puntosP(x, y, z) que pertenecen al plano son aquellos para los qistezha anterior es
compatible, por lo que el rango de la matriz de losicieetes debe ser igual al rango de la matriz

# Para comprobar su correccion —o casi- conviene multiplicar escalarmente lo obtenido tanto por U como

porV y confirmar que da cero: (31, 8,2)*(-2,6,7)=-62+48+14=0 A (31,8,2)*(0,-1,4)=-8+8=0.
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ampliadar(A) = r(A’) = 2 y eso se cumple para aquellos puntos en los quey + x -4 =0 que
es la ecuacién implicita o general del plano .

Actividad 1
a) Dar dos normales para cada uno de los siguientes planos:

I[L: x+by+z=8;, Ily=-3; Il gx— gz=%;
Ila: (x,y,2z) = B. (5,4, 2)+A. (0,1, 3) + (2, 3, -6)
b) Obtenga la ecuacion de los planos que cumplen lo requerido en cada caso:

i) vector normal paralelo al eje y y pasa por el (2, -3, 3);
ii) vector normal paralelo al del plano —x +4y = 7 y pasa por el origen;

iii) generado por los vectores U= (1,-5,2)y v= (=3, =2, —1) y contiene a algiin punto de la recta

2X—z2=4 e,
r: ; dar la ecuacion implicita. - =
X+y+3z=-5

iv) es perpendicular en su punto medio al segmento
determinado por los puntos P=(5,-2,4) y Q =(5, 4, -2).

c) Consiga la ecuacion implicita del plano que contiene a
M=(1,0,3), N=(-2,1,0) y N=(-1, -1, 2).

Auytidese con el esquema anexo.

Compruebe que el plano obtenido incluye a los tres
puntos indicados y sefiale otros dos.

d) Hallar la ecuacién vectorial del plano que contiene a la recta r: (x,y,z)=p (1, -3,4) + (2,3, -6) y
pasa por el punto B= (-7, 2, 4).

=

x

(El grafico representa la situacion real? ;Qué ocurre si el punto esta en la recta?

II1.1.2. Relacion entre planos

Sean ITi: i .x+m2. y+n3.z=di1yIlx mi.x+mz y+ms.z=d2connormales N= (N1, n2, n3)
y M= (mi1, m2, m3).

Buscamos determinar condiciones para que I'li y I'l2 sean paralelos (y analizar cudndo son
coincidentes y cuando no lo son), cuando son secantes —y como caso particular cudndo son
perpendiculares entre si-.
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Los siguientes esquemas nos sirven de apoyo:

-
Paralelos no coincidentes

Sy

Planos coincidentes

Planos Secantes (caso general)

Planos Perpendiculares

L

Para plano paralelos (coincidentes o no) los vectores M y N son paralelos (en el primer caso

un punto cualquiera de IT: también pertenece a I1z; en el otro caso ningiin punto del primero plano
pertenece al sequndo).
O sea:

con A real no nulo

— (m1, mz, ms) = A.(n1, n2, n3) —» M= An; m2=A.nz; ms=A.n3

La ecuacion de I'z se transforma en :

Anx+Any+Anmz=d - A[nx+ny+nz]l=d2 - mx+my+n.z =%
Si la comparamos con la de ITi vemos que:
. d, o . d, o
Sidi= = los planos son coincidentes, si [d1# = los planos son paralelos no coincidentes.
Ejemplo 3

Dados los planos I1i: (x,y,z) = (2,1, 4) + a.(1, 0, =2) + p.(-3, 2, 1) y ILo: 2x +°/2y + z = °/2 establecer
si los planos son paralelos.

Busquemos N normal de TT.
N=(1,0,-2)A(-3,2,1)=(4,5,2) [Verificarlo!]
N= (4,5,2)=2.(2,5%2,1) que es lanormal de Il — los planos son paralelos
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Para ver la coincidencia (o0 no) tomemos un punto de alguno de los dos y veamos si estd en
el otro.

Por ejemplo (2,1,—4) en I'Ti. Reemplazamos en la ecuacion de I'L:

22+52.1+ (—4)= 4 +°/2-4 =5 — el punto esta en ambos planos.

Los planos son coincidentes.

Atin no respondimos a las cuestiones de:

(Cuéando dos planos son secantes? ; Y perpendlculares?

Observando el esquema III vemos que si M y N 10 son vamlelos los planos siempre se van a
intersecar en una recta; y seran perpendiculares si|M 5
Ejemplo 4

DadoIli: x —y=3yIL:2x +3y—4z=6.
a) Obtener 115 que sea perpendicular a ambos planos y que pase por el punto (1, 1, —1).

Sean N;, W; y W; las tres normales; al ser ortogonal a ambos planos debe suceder que
Ny LN,y N LN,
Una manera sencilla de conseguir alguna normal N—3 es efectuar el producto vectorial

_

N, =N, AN, =(1,-1,0) A (2, 3, -4) = (4, 4, 5).

T (4,4,5)%(x,y,z)= (4 4,5)%(1,1,-1) > 4x +4y +5z=4+4 -5 — [[Ix: 4x +4y +5z=3

b) Hallar la interseccion entre Iz y I1a: (x, y, z) = (0, 1, 1) + a.(3, 1, 0) +.(0, -1, 2)

X=3«a
Tomemos un punto genérico de I'ls: < y=1+a -4
z=1+2p3

y como también debe pertenecer al plano I'ls reemplazamos lo obtenido en su ecuacion:

4x+4y+5z=3
4. Ba) +4. (1+a—B) +5.(1+2B)=3 — 12a+4+4a-43+5+103=3
léa+6p=-6 — [3——1—1—660:——1—20:

5Sean ITi: ni x+mn2. y+n3.z=d1yIlx mi.x+m.y+ms.z=d:las ecuaciones de los dos planos secantes (y
por ende no paralelos).
Hallar la interseccién entre ambos es resolver el sistema de dos ecuaciones lineales con tres incognitas cuya

matriz ampliada es la siguiente:
( n n n i 1]
m o m md

Si triangulamos no se nos anulara la segunda fila de la matriz del sistema (sin ampliar) pues los vectores N =

(n1, n2, n3) y M = (m1, m2, ms) no son paralelos. Por lo tanto el rango de la matriz del sistema A y de la matriz
ampliada M es 2 por lo cual hay solucidn al sistema. Ademas como rg(A)< n=3 tenemos infinitas soluciones.
Queda una variable libre por lo que la solucion de la interseccion es una recta.
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Enll: (x,y,2)=(0,1,1)+a.(3, 1, 0) +3.(0, -1, 2) suplantamos éste valor de  y obtenemos:
xv,2)=(0,1,1)+a.(3,1,0) +[-1 - ga 1.(0,-1, 2) =

8

0,1, 1)+a@1,0+(0,1,-2) = Za.(0,-1,2)= (0,2, -1) + (3, 1,0) -

8 —
3012

(x,y,2)=(0, 2, -1) + a. (3, 3 —3)

11 16 A€R,

que es la ecuacion de una recta en R°. Dé un vector director y un punto de la misma.

I11.1.3. Relacion entre rectas y planos

Veamos los esquemas para analizar tanto la interseccion entre una recta y un plano asi
como la perpendicularidad entre ambos; luego conteste las cuestiones senaladas.

N

@

Recta incluida en un plano

-
-

\

v

> -
N v
A
P
Recta perpendicular a un plano
L

)

13

Recta secante a un plano

N

a) ;Como son las normales respecto a los vectores directores de la recta cuando ésta esta
incluida en el plano y cuando no lo corta nunca (paralela sin interseccion)?

En estos casos (I y II), si tomamos un punto cualquiera de la recta ;qué ocurre con su

pertenencia al plano?

b) {Como son las normales cuando la recta es perpendicular al plano? ;Y si fuera secante

pero no ortogonal?

(Qué obtenemos por interseccion en estas situaciones (III y IV)?
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Actividad 2

i) Como se hallan ubicados en R el planoz :5X— 3.y— z— 6= Qy la recta r: (x, y, z) = (3,2,3) +
A.(2,3,1)?

Yparar:(x,y,2)=(2,1,4)+A.(3,-1,6)y II": x -3y — 6z=35?

ii) Indicar la posicion de la recta X; 2_ y_ll = % con respecto al plano que pasa por los puntos
A=(31,1),B=(1,0;, 1)y C=(0; 1; 2).
X—-3y+2z=6
ii1) Obtener la ecuacion de un plano perpendicular a la recta r:{ y 5 Y que pasa por el
y+z=

(1, 1, =2); halle la interseccion entre ambos.

iv) ¢ Qué plano es paralelo a la recta r1: (x, y, z) = A.(1, 0, 0) + (1, 1, 1), contiene a A= (3, 0, 2) y es
perpendicular al plano I1: 3y -2z +2 = 0.

Actividad 3

i) Indicar en cada caso si los siguientes pares de planos son paralelos (coincidentes o no) o tienen
una recta en comun. En este 1iltimo caso escribir la ecuacion de la recta interseccion.

a) m:X—y+2z=3 y m,:-3X+3y-3z2- 5 (

b) mi: 3x — 6y + 72 =6; T2 -2x +4y + 2z =16.

C) m: X—=y+z-2=0vy 7,:2X-3y+4z=1.

i) Si I1: 3x—y—-6=0 y I1" el plano que contiene a A=(1; 1, 0), B=(1; 0; 2) y C=(0; 1, -1).
a) Hallar la recta interseccion entre ellos.

b) Obtener un plano que contenga a dicha recta y que sea perpendicular al plano y = 0.

Actividad 4
En cada situacion ayiidese con un esquema.

Hallar la ecuacioén del plano tal que:
i) Pasa por P=(3,5,-2) y es paralelo al plano coordenado xy.
ii) Es perpendicular a mt: 3x =5y +2 =0 A m:-Yax +y — Y5z =—1 y contiene al punto R= (4, =3, 0).

X=2—-a+30
iii) Contiene a los puntos A= (1,1, -1) y B=(4,-2,5) y es perpendicular a I1=q y=-2a+ f3
z=1+p
iv) Incluye a las rectas dadas en cada caso:
a) rl:X_H'zy;zzz_l r, :X+1:y;222;1 b) rlzx;zzy_—‘rl:_z r, :X;l:_y:iz
2 3 -1 2 2 3 5 2 3 -5
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II1.2. Dependencia e independencia lineal en R® en forma geométrica (Id — li)
(I) Observemos en el esquema al vector \Z que esta en la recta que genera\z : \Z = —0,5.\Z

Decimos que \74 y \Z ultiplo del otro® .

—_

(IT) De manera similar \75 =V, + 05V, —o en forma equivalente V; + 05V, —Vv; =0,

Vemos que V, se encuentra en el plano generado por v,y V, .

La combinacion lineal de v,,V, y vy da el vector nulo pero alguno (en este caso los tres)

escalares son distintos de cero.

Asi debe ocurrir para vectores linealmente dependientes: alguna combinacion lineal de ellos

que dé por resultado el vector Otiene algun escalar distinto de 0.

(III) En cambio \Z no pertenece al plano determinado por Vl y vj ; 0 sea que 1o sucede que

Vs sea combinacion lineal de ambos vectores 6 equivalentemente:

La tnica combinacion lineal de vy, v, y v, que da por resultado al vector nulo es aquella

donde los escalares son todos ceros. Los tres vectores son linealmente independientes.

(IV) También son l.i. los vectores Vl y vj .

- - —

(V) (Qué sucedera entre v,, v,y V, ? ;Y V, ,V, ¥V, 2 s,y V;250,v,,v,, Vg ?

Volveremos sobre este concepto mas profundamente en la unidad IV.

— — —

® Aqui ambos pueden ser mtltiplo del otro pero Oy V, son Id aunque 0=0.V, aunque no ocurre que V, =k. 0
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I11.3.1. Distancia de un punto a un plano.

La distancia de un punto P a un plano m es la distancia de P a Q donde Q es el punto del
plano que esta mas cerca de P y coincide con el pie de la recta perpendicular a  que pasa
por P.

¢Como hallarla?

Nuestros datos son P y mt; de este tiltimo tomamos alguna de sus normales n.
Utilizando como ayuda el esquema inferimos el procedimiento a desarrollar:
a) Determinamos r recta perpendicular a  que pasa por P.

(XY, Z)=P+)\.F\

b) Calculamos la interseccién r N mt = {Q}
c) A partir de Q se obtiene la distancia:
dist(P, rt) = dist(P, Q)

Ejemplo 5
Obtener la distancia del punto P= (7, -7, 4) al
plano I1: 2x 2y +z =5,

a) La recta r perpendicular al plano y que
pasa por P es:
xy,z)=(7,-7,4)+A.(2,-21)—

X=T7T+24
y=—7-21
z=4+1

b) La interseccion con IT se obtiene reemplazando en su ecuacion:
2(7+2A) 2.(7-2A)+4+A=5—>14+4 A +14+4 A +4 + A=5
—32+9A=5 — 9A=-27 —A=-3

X=7+2.(-3)
Q= y=_7_ 2(_3) - Q= (1/ _11 1)
z=4+(-3

o) dist(P, ) = dist(P, Q) = ||@|| = |(6.- 6, 3)|=+/36+36+9=9

* Encontremos una expresion alternativa para hallar la distancia (pero no obtendremos Q).

La distancia PQ coincide con P'A donde A es cualquier punto del plano .

Pero P'A es el valor absoluto de la proyeccion escalar de APen la direccién de la normal (ver
I1.6.3, pag. 44 del apunte I).

dist(P, m) = |ﬁ’o N donde Nes un versor normal o sea de tamano unidad.

—

|| e |_|peionei

I
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Sim:ax+b.y + c.z=d podemos tomar a Fl=(a, b, c); ademas ya que A pertenece al plano
Aen=d — [a. ax+b. ay +c. a-=d]
Asimismo Pen= p,-a+ p, b+ p,.C esequivalente a reemplazar las coordenadas de P’ en el

lado izquierdo de la ecuacién de m.
Entonces

‘px.a+ p,b+ pz.c—d‘_ p.a+p,b+p,c-dl |[p.a+p,b+p,c-d
| I i i - Nateptec
pa+ p,b+ pz.c—d‘

Ja? +b? +¢?

dist(P, ) =

dist(P, 7) =

Silo aplicamos a IT: 2x -2y + z = 5 tenemos que n= (2,-2,1)y P=(7, -7, 4). Luego:
|27-2.(-7)+14-5 |27

Jorr(aop+r W9

dist(P, ) =9 que coincide con lo ya obtenido.

Ejemplo 6

Sea II: x +4y -2z =7.

a) ;Cudles son los puntos de R® que distan de I1 un valor 34217
¢ Como se interpreta geométricamente?

Un punto (x, , z) esta a una distancia 3+/21de IT si cumple con la condicién:

distp, 1y XY -22-71 _5 o X+ 4y - 22— 7| = 3:/214/21
V12 + 4% 4 (-2)?

X+4y—-2z-7=63 X+4y-2z=170
|x+4y-2z-7/=63— 6 — 6
X+4y—-2z—-7=-63 X+4y—-2z=-56

O sea que los puntos que cumplen con la condicién dada corresponden a dos planos (IT: y
IT2) paralelos a IT (tienen idéntica normal). Cada plano est4 a un lado diferente de I'T.

b) ;Cudles son los puntos de R’ que equidistan de I1 y de I1": 4x -2y —z =37
¢ Como se interpreta geométricamente?

Planteamos dist(P, IT) = dist(P, IT")

x+4y-2z-7  |4Ax-2y-z+73 . |x+4y—22—7|_|4x—2y—z+3|_)

V2447 4(=2)7 4% 4 (=2)% + (-1)? V21 V21
X+4y—-22-7T=4x-2y—-z+3

|x+4y-2z-7|=|4x-2y-2z+3 — 6 —

X+4y-2z-7=-[4x-2y-z+3]
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-3x+6y-2z=10
0 lo cual nos vuelve a dar dos planos Iz y Ila.
5x+2y-3z=4
Notar que ambos planos son perpendiculares pues sus normales lo son:
(-3,6,-1)® (5,2,-3)= -15+12+3=0
El grafico siguiente nos da una idea visual (los planos no son los ejemplificados).

111.3.2. Distancia de un punto a una recta

a) En el plano.

Sea la recta r: (x, y) = A.V +A y P un punto del plano (no incluido en r sino la distancia a
determinar es cero).
Ayudados por el esquema veamos

como calcular la distancia.

Sea S la proyeccion ortogonal de P
sobre r (o el pie de la recta
perpendicular a r que para por P) y n
un versor perpendicular a v; ademés
Q es un punto cualquiera que elijamos
der.

B —

La proyeccién escalar de QP sobre fi

nos da el segmento QP (a lo sumo con

signo opuesto) que es congruente con
SP=dist(P,r).

O sea que dist(P, r) = proy.escalagQ_'P{ = \@5- n
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Ejemplo 7
Dada la recta r: 3x =2y = 6 y P =(1, 2) obtener la distancia de r a P.

Primero vemos que P no pertenece ar:3.1-22=-1#6

Sir esta dada en forma implicita los coeficientes 3 y -2 que acompanfan a x e y dan las
coordenadas de un vector perpendicular al vector director. jAnalicémoslo!

r’: 3x =2y = 0 es una recta paralela a r que pasa por el origen. Un punto (x, y) pertenece a
dicha recta si cumple con la ecuacion dada que puede escribirse como (3, —2)®(x, y) =0
O sea que todo (x, y) de 1" es ortogonal al vector (3, -2) que resulta ser un vector normal
tanto de " como de r (eran paralelas).

G2 _ 1 (3-2) y elijamos Q =(2, 0) como punto de r —

J9+4 B \/E
QP=P-Q=(1,2)-(2,0)=(-1,2)

X

V13
cercano a P’ y por ende el vector QP es perpendicular a dicha recta.

Calculemos =

— dist(P, ) = @. A

b) En el espacio
Veamos dos maneras de obtenerla. La primera es
constructiva; la segunda nos llevara a obtener una
férmula pero no es tan evidente.

b1) La distancia del punto P a la recta r es la norma

o

1
\/]_»3-(—12)'(3,—2#
dist(P, 1) = | —/|= __
ist(P, r) e o

del vector a:’ donde Q es el punto de r mas

Podemos construir el plano IT que tenga por normal a v vector director de r y que pase
por P (asi nos garantizamos que plano y recta sean ortogonales).

Obtenido IT calculamos Q = ¥ N IT; por ultimo se consigue la distancia como ”ﬁ’" .

Ejemplo 8
Encuentre la distancia de P= (4, =5, 3) a la recta r: (x, y, z) = A. (1, 4, =5) + (-3, 11, 14).

Armamos el plano IT:

(%, v, z)*(1, -4, -5) = (4, -5, 3)¢(1, -4, -5) — x—4y — 5z= 4+ 20 -15 — [T: x— 4y — 5z= 9
Obtengamos Q=IInNr.

Un punto de r satisface las siguientes paramétricas:

X=4-3
y =-41+11y las reemplazamos en la ecuacion del plano:
z=-51+14
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A-3—4.(4A+11) = 5.(-5 A +14)= 9 - 420 —117=9 — 424 =126 > A =3 —
x=3-3=0
Q:{y=-43+11=-1 —Q=(0,-1,-1) - dist(P, r) = |QF| = [ (4-53) - (0-1-D)] =
z=-53+14=-1
|@4-44)|=4@-11)| — dist(P, r)= 443

b2) Sea A un punto cualquiera de la recta.
AP = AE) + (ﬁ’ 0 sea que estamos

descomponiendo a APen dos direcciones: la
de la recta r y otra perpendicular a ella;

nuestro objetivo es obtener ”ﬁ’" .

Recordando que AQ es la proyeccion de

AP sobre el vector v (debemos normalizarlo)
tenemos:

B —

AP = proy .AP + QP _,
AP — pronAﬁzQ?

dist(P, r) = |AP — proy - AP

Comprobemos la respuesta del ejemplo 8 de esta forma:
Tomando A=0 obtenemos A= (-3, 11, 14); P= (4, -5, 3).

AP = (4, -5, 3) — (-3, 11, 14) = (7, -16, —11)
- (45 1 4-5)

Ve a2 "
roy. AP = (AP e 0) .V _ [ (7 _16_11e_ L __}i
proy. ( ) {(7, 16,-11) (1,-4,-5) 'J4_2'(l 4,-5)

T

1 1 1 1
[(7-16-11)e (1_4’_5)]'E'E'(l_4’_5) = [7+64+ 55}E (1-4,-5) = 126~ (1—4,-5)

proy, AP = 3.(1-4,-5) = (3-12-15)
dist(P, ) = |ﬁ>— proyOAE’|=|(7,—16,—1]) ~ (3-12-15) =|(4-44)| = 443 que coincide con lo

conseguido antes.

111.3.3. Distancia de una recta a un plano

(I) Si la recta 1o es paralela al plano resulta que la intersecta y por lo tanto la distancia es
cero.

(I) Si la recta es paralela todos los puntos estan a la misma distancia y por lo tanto
tomamos cualquier punto de ella —como ser A-y sucede que ‘ dist(r; IT) = dist(A; H)|.
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Ejemplo 9
X+y—2z=6

al plano 11: (X, Y,2) =a.(L-10)+ £.(021) + (011)
3y—-z=3

Obtener la distancia de r :{

a) Obtengamos el vector director V de la recta r; al estar determinada por dos ecuaciones
(cada una representa a un plano) a V lo podemos alcanzar a través del producto vectorial
de las normales a cada plano.

V=(1,1,-2)A(0;3,-1)=(51;3)

b) ;Serar paralela a IT?

Para eso V tendria que ser perpendicular a i (normal al plano IT).
n=(1;,-1,0)A(0; 2, 1) =(-1;-1; 2)

nev=(-1;-1;2)e (5,1;3)=-5-1+6=0.

Los vectores son perpendiculares

c) La distancia de r a IT es la de cualquier punto de la recta al plano.
Tomemos un punto A de r:
Si y=0, de la segunda ecuacion se obtiene z=-3; de la primera sale x + 6 =6 y por ende x=0.
A= (0; 0; -3)
Un punto P del plano es (0; 1; 1).
La distancia es el valor absoluto de la proyeccion del vector AP sobre fi.
AP=(0;1; 1) - (0; 0;-3) = (0; 1; 4).
APefi = (0;1;4)0M L dist(r; IT) = ‘— =
I-%-22)| 6
II1.3.4. Distancia entre rectas
a) En el plano
Si la rectas son secantes la distancia es cero pues hay

un punto donde se cortan.

Si son paralelas veamos el esquema.

Sean P1 y P2 puntos de 1 y 2 respectivamente. Como
vemos la distancia es la proyeccion de gpi en la

direccion de la perpendicular a ambas rectas; n es
un vector normal a cualquiera de los dos vectores

directores de las rectas que utilicemos, ya que al ser
paralelos nos es equivalente su uso.

PP e

Entonces dist(r, 12) =

Ejemplo 10

Sir:(x,y)=A(1,-1)+ @, 4)yr:x+y=>5.

a) Comprobar que r y v” son paralelas no coincidentes.
b) Hallar la distancia entre ambas.
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a)Comor:x+y=5 y=5—x—(x,y)=(x5-x)=(x,—x)+(0,5)=x.(1, -1) + (0, 5).
Obtuvimos idéntico vector director (nos servia con que fueran paralelos).

Ademas (3, —4) perteneciente a r no satisface conx +y=5 [3+ (—4)=-1#5]
b)Pi=3,4)yP2=(0,5) — @ = (8-9); ademas un vector perpendicular al (1, -1) es
n=(@1)

(ll)‘ _6

J2| V2

PP, eh

— dist(r1, 12) = = ‘(3,—9) .

b) En el espacio

b1) Si son paralelas el razonamiento es similar al
RP,en

=
)
)

del plano y (dist(r1, 12) =

El inconveniente es como conseguir a n.
Si efectuamos PP, A vobtenemos un vector
perpendicular al plano que contiene a ambas

rectas. El vector ndel esquema es tanto

perpendicular a PP, Avcomo a Vv por lo cual

podemos efectuar un producto vectorial entre
ambos.

———— - S

—|N=|PP, AV|AV X

L

LN

b2) Sean r1 y 12 alabeadas o sea que no exista un plano que las contenga a ambas.
Nuevamente la distancia sera la proyeccion de PP, sobre una direccion perpendicular
tanto a la de r1 como la de 2.

PP,

O sea que dist(r1, 12) =

donde n lo podemos obtener por el producto
vectorial entre los vectores directores de ambas

rectas (y luego normalizarlo). O sea n=uAv
Ejemplo 11
Calcular la distancia entre las rectas

X=—-4+2a
. X+5 y-5 z-5

r.y y=4-a yr 2 3 s

z=-1-2c«

Los vectores de las rectas son V= (2-1-2)y
V= (4,-3-5) que claramente no son paralelos.

Dealli n=VAV'=(2, -1, -2) A (4, -3, -5) — n= (-
1,2, -2)
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Tomemos Pi= (—4, 4, 1) y P= (-5, 5, 5) — BP,=(-1, 1, 6)

dist(r1, r2) = @oﬁ = ‘(— ],],6)0% = _?9 =

Nosotros no verificamos que hubieran sido alabeadas, ;pero qué resultado hubiéramos
obtenido si fueran secantes?

Actividad 5

Obtenga las distancias de:

a) M=(—4,2,3)all: (x,y,z)=a.(1,-2,0)+p.(3, 2, -2) + (0, 2, -1).
b)P=(5-2,1)alarectar: (x,y,z)=u(2,1,-2)+(,2,2).

) X=a x=1+ 4
¢) Entre c1) r:%:—y— :é/\ r':%ﬂ:—y:%z;cz)r: y=-1 A 1"y y=2 .
z=1-« z=2p3

dr:(x,y,z)=pu.(-2,1,-5) + (1, 6, -2) y el plano 7 de ecuaciéon -3x -y +z=38.

e) Encuentre qué condicién (o condiciones) tienen todos los P= (x, y, z) de R® cuya d(P, 11) = S

/86

con m: =x + 7y + 6z = 3. ;Qué determinan grdficamente?

‘Actividud 6: Ejercitacion integrudoru|

1) Halle el plano I1: que contiene a las rectas L, : %2 _y _z-2 AL, 2(014-1)+(220).

SiIlx: 5x +2y — 2 =0, determine la interseccion de I11 y I.
¢ Cuanto vale la distancia de P=(1,0,2) a I>?

2) Hallar la interseccion entre las rectas L1 y L2. Si no la hubiera establecer si las rectas son paralelas
0 alabeadas vy calcular la distancia que las separa.
X=a+2
Li: (x,y,z)=p.(1,0,-1)+(2,0,1); Lx3y=a+l
z=20+3

3) Obtener la interseccion entre las rectas r y r’; determinar la ecuacion del plano que las contiene.

=1 — o 2 S~ > ~ N
r: {2 z ; 1" perpendicular a W= =21 + 2] +2K A v=I +3j+k y contiene a P=(0, 2, 1)
_X=y

4) Sean el planoIl:ax—2by+z=2+bylarectal :x=-y+1=2z-3.
Determinara y be R tales que: i) L//T1 ii) LLIT )L cII

5) I es el plano que contiene a (1, 3, 2) y al eje x.
Determinar los planos I1y I1" si IIN1II" es (x, y, z) = A (3, 6, 4) y ademds (1, 0, -1) € IT".

6) Sean el plano IT: x —y +2z =5, A= (3, 2, 1), r la recta que pasa por (1, -1, 2) y (1, 2, -1);
r’:(xyz)=p.(1,2,3)+(0, -1, -2).
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Obtener BE r N CE 1" tal que el plano que contiene a A, B y C sea paralelo a I1

7) v (xy,z)=P.(-1,2,0)+ (1,1, 1); r es la recta que contiene a (3, =5, 0) y (1, -1, 0).
a) Hallar, si existe, un plano que contenga a ambas rectas.
b) Calcular la distancia de (1,1,1) a r.

8) Sill: 2x+3y—z=2 A r:(x,y,2)=.(0,1,2)+(0, 0, 1).
Hallar la recta v’ perpendicular a I y que pasa por IT N r.

9) Dada la recta L: XTH'=l—y= 3+z

a) Obtener el punto donde L corta al plano coordenado XZ y calcular la distancia entre dicho punto
yelplano Il: x-3y+z=0

b) Indicar la posicién relativa de la recta L con respecto al plano 7. Justificar.

I11.4 Las transformaciones lineales y la Geometria en el plano’

Hemos trabajado en la unidad I con una serie de transformaciones en el plano. En esta
etapa las vincularemos con los contenidos de sistemas de ecuaciones, matrices y
transformaciones lineales. Como bonus algunas situaciones atin no abordadas.

La simetria central estaba dada por P= (x; y) Po=(—x; -y)
Para facilitar nuestro trabajo sea X= (x1, x2) el punto original del plano e Y = (y1, y2) su

transformado; o sea que Y= 5(X).
Vi =% ==X +0Xx,

que matricialmente
Yo ==X =0.X =X,

Podemos anotar lo anterior del siguiente modo: {

<[22 Y]

Esta representacion matricial permite demostrar facilmente que la simetria central es una
transformacion lineal del plano en si.

Analogamente las simetrias segtin el eje xi, eje x2, proyeccion sobre el eje x1 y proyeccion
sobre el eje x2 producen las matrices:

1 0 -1 0 10 00
Sx1= , Sxo= , Pxi= , Pxo= .

* (Qué representa la transformacion P= (x; y) Po=(y; x)?
* Halle la matriz de la transformacion.

También se ha visto la rotacion en un angulo 0 y se obtuvo:
Re((x, y)) = (x.cosO-y.sen0, x.sen0 + y.cosO) que podemos adaptar como
(1, y2) = Re((x1, x2)) = (x1.cos0—x2.sen6, x1.sen0 + x2.cos0)

7 Adaptado del excelente texto LINEAR ALGEBRA, W. W. L. CHEN, 1982, 2008, Chapter 2, MATRICES.
Disponible en http://rutherglen.science.mq.edu.au/wchen/Inlafolder/Inla.html
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Y1 | |cost —serd || X
Y, | |ser0 cosd ||x, |

* Sea k#0 y analiza los efectos geométricos qué producen las siguientes transformaciones:
T {yl=kx1 L {y1=k><1 Yy {y1=x1 L {y1=x1+k><2 I { =%

Y, =k Y =% Y, =k Y2 =% Y2 =kx + %,
Para eso te sugerimos:
a) Utiliza k=2 en los cinco casos y testea lo que produce cada una sobre el rectangulo IJKL
con I=(=2; 0), J= (4; 0), K= (4; 4) y L= (-2; 4).
b) Obtené los transformados usando lo aprendido sobre transformaciones en la Unidad I.
Luego grafica.

Por ejemplo para Tsseria [I' ]’ K' L] = A« [IJ K L]
12 -2 4 4 -2 -2 4 12 6 ) '
A={o ] [JKL]= { }, [ITK'L]= { 0 } Al graficar se tiene:

1 0 0 4 4 0 4 4
_____ 4 _———d - - : :
L K Lo
_____________ I Y I Pl N S S A N U
LI | L__? _____ L & [ Y E.___.E.__.L___J.__-J____L_.

Lo cual parece ser un desplazamiento lateral (o cizalladura?®).
Analicemos la expresion de la transformacion:
Ts {)ﬁ =X +2X%,

Y2 =%
Para empezar la altura del punto original se conserva mientras que el valor horizontal se
incrementa en un valor que es el doble de la altura del punto. Esto implica que los puntos
sobre el eje x no se desplazan pero los que estan a igual altura lo hacen un mismo valor
(por eso el perfil del rectangulo se mantiene recto).

* ;Qué ocurriria si la base del rectangulo hubiera estado en puntos del tercer y cuarto
cuadrante?
Efecttie un ejemplo y corrobore su hipotesis.

8 cizalladura
f. MECAN. Deformacién en la que solo intervienen fuerzas tangenciales. Es un corrimiento de las superficies

donde estan aplicadas las fuerzas. En http://es.thefreedictionary.com/cizalladura
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En nuestra respuesta hemos supuesto que los segmentos se transforman en segmentos (al
fin y al cabo sélo transformamos los vértices del rectangulo; ;qué hay de los puntos
intermedios?).

Pero, jsera siempre asi?

Proposicion

Sea T: R? — R? una transformacion lineal, A su representacion matricial con A inversible®.
Entonces la imagen bajo T de:

a) una recta (o segmento) es otra recta (o segmento);

b) una recta que pasa por el origen es otra recta por el origen;

c) rectas paralelas seran rectas paralelas.

Demostracion

Sea (y1, y2) = T(x1, x2) y usando notacion matricial B/l} =A. L)((l}
2 2

De Y= A X se sigue que ALY = A7, (AX)=(A1A)X=L X=X OseaX=A"1lY

Una recta en R? la podemos expresar como [s.x1 + t.x2 + q = 0‘ con s y t no simultdneamente

nulos. La misma se reescribe como [s t]. [Xl}= -q
X2

Pero como X= ALY resulta

[s ’c]{x1
X

}= [s t]. X=[s t] ALY=(s t]. AN)Y=[s t']. Y=sy1+t.ya=—q

2

—s’.y1+t.y2+q =0 que es la ecuacion de otra recta para los puntos transformados.

[[s t]. A esel producto de matrices de 1x2 y 2x2 que da una nueva matriz de 1x2, [s" t] ]

Si la recta pasa por el origen (0,0) vale que q=0 pues 5.0 +t.0 +q = 0. Y entonces la ecuacion
para (y1, y2) corresponde a una recta por el origen.

Si se mantiene s y t fijos pero se modifica q se obtienen un haz de rectas paralelas. Al
calcular [s t]. A’ =[s’ t'] se mantiene siempre constante y solo se modifica q" lo que

significa que se obtiene otro haz de rectas paralelas.

Actividad 7
a) Al tridngulo WQK con W= (—4; —6) , Q= (—4; -2) y K= (-6; —4) aplicarle As, Sx1, Sx2, Px1, Px,
T1, T2, Ts, Tay Ts con k = Ya.

b) En el apunte I pagina 17 hemos presentado (1.3.4) el “Tratamiento digital de Imdgenes”.
Alli se presentd una letra N en un sistema de coordenadas.

° Tener en cuenta que no todas las transformaciones geométricas son inversibles (una proyeccién no lo es). El
resultado vale bajo la condicién de biyectividad.
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1 2 3 4 56 7 8 9 10 punto
3 g b 005 05 55 6 6 55 55 0,50 |coordenadax
8
0 0 64 0 0 8§ 16 8 8 |coordenaday
12 4 5 12 4 5
; . o 1 025 )
A través de la matriz de datos y multiplicando por A= o 1 corrobore el efecto que permite

obtener a:

12 45
¢ Como invertir a la N original respecto al eje x? ;Y al eje y?
¢ Y amplificarla verticalmente al doble? ;Y horizontalmente?
jHacerlo!

I11.4.1 La traslacién y las coordenadas homogéneas

En la unidad 1 se trabajo con las traslaciones y se corroboré que éstas no cumplen con las
dos condiciones para ser una transformacion lineal (pp. 3 y 4). A continuacién vamos a
mostrar una manera de poder efectuar traslaciones a partir de matrices.

A cada P= (x1, x2) le asignamos un P’ = (y1, y2) = (x1, x2) + (a1, a2) = (x1 + a1, X2 + a2);
vectorialmente P’ =P + A.

Matricialmente {yl} = {Xl} + [ai} con (x1, X2), (a1, a2) € R?y (a1, a2) fijo.
Y2 X, &

Para poder salvar el hecho de que 70 es una transformacion lineal y permitir un
tratamiento matricial comodo se definen las coordenadas homogéneas.
A cada punto (x1, x2) de R? se lo identifica con un nuevo punto de 3 coordenadas (x1, x2, 1) —

1 0 a
o sea de R3— y la traslacidon puede obtenersecon T= |0 1 a,
0 0 1
il |10 af|x
Verifiqueque |y, |=|0 1 a,|.| X,
1 00 1]]|1

Al estar la transformacion representada por una matriz resulta ser lineal y fodos los efectos
geométricos que recién vimos pueden asimilarse a estas nuevas coordenadas.
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Y =X +2X,

1
se obtuvo una matriz y en coordenadas
Y =% 01

Por ejemplo para Ta: {

120
homogéneas ésta se reemplazapor |0 1 O].
0 01

Asimismo pensemos la siguiente sucesion de transformaciones geométricas:
P — P/ — P/I — PI!I

X Y1 4 Wy
NI = | Y| 7 L W,
1 1 1 1
10 & m, m, 0
que se consiguen con matrices Mi, M2y Ms (del tipo |0 1 a,|o|m,, m,, 0})
00 1 0O 0 1

Asi se tiene P’ = M1 P

P’ =M.. P’ = Mz.( M. P) = (M2.Mi). P

P = Ms. P = M. [(M2.My). P] = [Ms.(M2.M))]. P
P’ = [Ms.M2Mi]. P)

O sea que la aplicacion sucesivas de transformaciones lineales (llamada composicion) nos dio una
nueva transformacion cuya matriz se obtiene por el producto de matrices en el orden contrario a la
secuencia de aplicacion (la iltima transformacion va al principio).

Actividad 8

* Dada la U anexa dar las coordenadas de O, A, B, C, D, E, F y G. Armar una matriz de
datos D en coordenadas homogéneas de 3x8. Graficar cada una de las etapas que se
suceden.

—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

_________________________________________________________________________________

——————————————————————————————————————————————————————————————————

________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________

__________________________

______________________________________________
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* Producir la simetria axial segun el eje y. Indicar la matriz M para la transformacion.

* Seguir con una cizalladura horizontal con k= -2 (matriz M2).

* Trasladarla figura obtenida por medio del vector V= (3;-2). Mostrar Ms.

* Si M= Ms.M2. M. Obtener la figura resultante efectuando M. D; comprobar la coincidencia
geométrica y algebraica.

II1.5.Los Sistemas de Ecuaciones Lineales en la Vida Diaria, la Ciencia y la Tecnologia'®

I11.5.1.Interpolacion de una Funcion Polindmica
En distintas areas de la ciencia se presenta la necesidad de obtener la ecuacion de la curva
tedrica que describe un fenémeno conociendo como datos los alcanzados por una serie de

mediciones. Uno de los casos mas tipico es modelizar con un polinomio de grado menor o
igual que n a partir de n+1 datos.
Ejemplificaremos la obtencion de una funcion cuadratica partiendo de tres mediciones.

Ejemplo 12

La variable dependiente V es funcion de la variable U a través de un modelo cuadritico. Obtener la
relacion funcional sabiendo que la grifica de dichas variables pasa por los puntos (1, -7), (2, -12) y
(-1, -15) , donde la primer componente es U y la sequnda V.

V=a.U?+b.U+c
Reemplazamos los puntos en la expresion dada y llegamos al siguiente sistema:
—-7=a+b+c
S:<-12=4a+2b+c
-15=a-b+c

Si restamos la primera y tercera ecuacion obtenemos 8 = 2b — b= 4; restando la primera y
segunda da 5=-3a -b — 5 +4 =-3a — a=-3; en la primera se tiene-7=-3+4+c— c= -8.
V=-302+4U-§

Verifique el lector que efectivamente la grafica pasa por los tres puntos requeridos.

Actividad 9
Encuentre la ecuacion del polinomio de 2% grado cuya grifica pasa por los puntos (-1, 8), (2, -1) y
(3, 4). R:y=1-5x+2x2

10 Para este apartado hemos adaptado material de los siguientes libros:

Williams, Gareth (2002): “Algebra Lineal con aplicaciones”, Mc Graw-Hill, Interamericana Edit., 42 ed., México.
Poole, David (2007): “Algebra Lineal. Una introduccion moderna”, Cengage Learning, 242 ed., México.

Chen, W. (1982; 2008): “Linear Algebra”, http://rutherglen.science.mq.edu.au/wchen/Inlafolder/Inla.html.
Nakos, George & Joyner, D. (1999): “Algebra Lineal con Aplicaciones”, International Thomson Editores, México.
Boldrini, José Luis et al (1980): “Algebra Linear”, Tercera Edicao, Harper & Row do Brasil, Sao Paulo.
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I11.5.2. Circuitos Eléctricos.
No nos resulta extrafio el contacto con circuitos eléctricos como el de la instalacién

domiciliaria o el de una pequena radio. El mas elemental de ellos constara de fuentes de
tension o alimentacion (baterias) y dispositivos que reciben energia de esas fuentes y la
convierten —por ejemplo- en luz (bombillas, eléctricas) o movimiento (motores).

La fuente de tension moviliza a los electrones en una corriente que se desplaza por
conductores (por ejemplo cables de cobre) y los obliga a pasar por los dispositivos. Para
que los electrones se pongan en movimiento es necesario que exista una “diferencia de
potencial”(tal cual se necesita una diferencia de nivel para que se movilice el agua de un
rio. El pasaje por el dispositivo ofrece una resistencia (al igual que un objeto que impida el
pasaje del agua en un rio) cuya magnitud se cuantifica por cudn intensa es la corriente —o
sea la cantidad de electrones que pasan por un area especifica en la unidad de tiempo-.
En los circuitos eléctricos la “diferencia de potencial” E (medida en volts, V) las brindan
las fuentes de potencia y las resistencias (R, medida en ohms, () se deben a los
dispositivos (la intensidad de la corriente i se mide en amperios o amperes, A).

Ademas suelen utilizarse los siguientes simbolos:

Cahle conduckar Resistencia Fila

En todo circuito se deben cumplir las siguientes leyes:

Ley de Ohm

La intensidad de la corriente eléctrica que circula
por un dispositivo es directamente proporcional
a la diferencia de potencial e inversamente
proporcional a la resistencia del mismo. O sea
que cuanto mayor sea la diferencia de potencial
mas energia proporcionara a los electrones y
cuanto mayor sea la resistencia del dispositivo a
que éstos circulen, mas los retardara.

E
R
También puede interpretarse que al pasar una corriente i por un dispositivo de resistencia

R, provoca una caida de potencial E. O sea
Leyes de Kirchoff

Llamamos nodo de un circuito a un punto en el
que confluyen tres o mas conductores eléctricos
(A y B en el esquema).

Un camino cerrado es un recorrido desde un
punto del circuito hasta si mismo; por ejemplo
1AB31, 12431 y A24BA (no hay ninguno mas en
este circuito).

Matematicamente i =
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(I) Primera ley de Kirchoff

La suma de todas las corrientes que llegan a un nodo es igual a la suma de todas las

corrientes que salen del mismo (si asi no ocurriera se produciria una acumulacién o un

vacio de electrones en el nodo).

Generalmente se utiliza de la siguiente manera que es equivalente:

La suma algebraica de las corrientes de un nodo es cero utilizando la convencion de asignarle signo
positivo (+) si entra al nodo y negativo (=) si sale del mismo.

(II) Segunda ley de Kirchoff
La suma algebraica de todas las diferencias de

potenciales que se producen en un camino cerrado sentido de recorrido lf'
positivo o antihorario

A

es cero.
O equivalentemente: s =& 5
la diferencia de potencial proporcionada por las fuentes
de tension se compensan con las caidas de diferencia de
potencial que ocurren en cada dispositivo.

Para esto debe utilizarse la siguiente convencion:
cuando recorremos un camino cerrado en un
sentido (generalmente elegiremos positivo o sea
sentido antihorario) y nos encontramos con una fuente de tensién (como ser una pila) y
“entramos” por el terminal negativo y “salimos” por el positivo le asignamos un valor
positivo al potencial (de + a — sera negativo).

Si recorremos un circuito y el sentido elegido para la corriente sobre una resistencia es
coincidente con el de nuestro recorrido le asignamos a su caida de potencial un valor

positivo (si son opuestos sera negativo).
En el esquema hay una sola corriente i pues existe un tinico camino cerrado que
recorremos en sentido positivo; la orientacion de la corriente es arbitraria y si obtenemos
un valor numérico negativo debe entenderse que en realidad la corriente circula en el
sentido contrario al asignado; a la pila de 12V le tenemos que asociar un valor positivo y a
la de 8V uno negativo. La segunda ley aplicada a este camino toma la forma:
-Rs.i-Ri.i=12-8 —>-12i -8i=4 — -20i=4
—1=-0,2 (A, por amperes)
El menos indica que la corriente circula en
sentido contrario al senalado y las caidas de — D R D Ra
tension sobre cada resistencia sera:
Rs. i=12. (-0,2) =-2,4 (V, por volts) R
Ri. i=8. (-0,2) =-1,6 (V) —seran positivos si
recorremos el circuito en el sentido real de la R s

v E,

R4

corriente-.

N

9 R&

Comentario .
. .7 . . 7 3

Si tuviésemos una situacion como la Ve

esquematizada habria una cantidad enorme de
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caminos cerrados. Al plantear todas las ecuaciones muchas serian redundantes (linealmente

dependientes).

Se prueba que “cubriendo” todas las “celdas” llegamos a un sistema con un minino de
ecuaciones independientes por resolver —para facilitar el control de lo hecho se recorre cada

celda en sentido antihorario—.

Ademas sin hay n nodos se planteardn n-1 ecuaciones de conservacion de corriente (17 ley

de Kirchoff). Aclarado todo pasamos a efectuar un ejemplo.

Ejemplo 13
Hallar las corrientes sobre cada Ri=70 *| | E=12v
resistencia y las caidas de potencial |
sobre ellas. + oy
—— E=23v I f I Rs=80Q
| =
0
A NV
Rs=100 Rs=40Q
Resolucion
Indiquemos las corrientes sobre cada rama (recorrido de un nodo a otro siguiente).
r_ Ty
i R1=Tﬂ a in -+ |—E'=12V
g VAVAY =
. 2|, -
E=23v I 1 3 I 2 R:=80Q
'iI | 1%
i -
v 1. .
VoV b
Rs=100Q Ry=40Q

Al existir 2 nodos precisamos una tinica ecuacion de corriente (por ejemplo, elegimos el

nodo a):
=i+ 6

En las dos celdas interiores planteamos la segunda ley:
Sobre el camino I: Riii + Rs. i1+ Ro. i3 =-23
(los signos para las caidas en las dos resistencias son positivos pues coinciden sentido de
corriente asignado y sentido de recorrido del camino cerrado; el “menos” en el 23 es por
“circular” del terminal positivo al negativo).

7i1+10. i1 +4.15=-23 —[17.i1 + 4. s =—23

Sobre el II:
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Ra. i2 + Ra.i2 — Re. i3 = +12
(los signos en las resistencias 3 y 4 son positivos; sobre Rz es negativo pues la corriente
supuesta es contraria al sentido de circulacion del camino cerrado; la diferencia de
potencial sobre la pila es positiva pues vamos del terminal negativo al positivo).
Bia+di—4.1=12 > [12i2-4.i3=12

1 -1 -1, 0 1 -1 -1, 0
| |
Tenemos el siguiente sistema: |17 0 4 | -23| - |0 17 1 |-23-17f, +f,—
0 12 -41 12 }é 1| f,+12
1 -1 -1 0 1 -1 -1 0

0 17

| |

| |

%,i 1 —lo1 -YHi —fa=-1,54]
5—23 f, < f, 0 0 8% i_4o -17f, + f,

Reemplazando en la segunda ecuacion:

-%(-15)=1 — ©+05=1— f=05A}
Y luego en la primera:
i1-0,5+1,5=0 — i1 =—1A|

El signo negativo en i1 e is significa que el sentido de la corriente es contrario al supuesto.

En el siguiente esquema mostraremos los sentidos efectivos, las caidas de tension en cada
resistencia (R.i) y analizaremos las dos leyes de Kirchoff en forma exhaustiva sobre los

resultados.
(_ N

Wrg=4 .0,5=2

'\

Al recorrer la malla izquierda en sentido antihorario se tiene:
—Vr1 —=Vr2 =Vrs = -7V - 6V — 10 V=-23V = -E;

Para la malla derecha resulta en sentido antihorario:

VrR2 +VrRe +Vrs =6V +2V +4 V=12V =F’
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Si quisiéramos corroborarlo para el camino “periférico” recorrido en sentido antihorario
debiera ser que:
— Vr1 —=Vrs + Ve + Vrs = E’ — E ; efectivamente -7 -10+2+4=12-23 — -11V =11V

Actividad 10

Para cada circuito, hallar la corriente y la caida de potencial en cada resistencia.

Al finalizar, y si fuera necesario, rehaga el esquema con las corrientes con el sentido correcto y
compruebe la validez de las dos leyes de Kirchoff (solo en las circuitos interiores).

r B { )
@ | E=8V ] (@ ,
| | . k N
Ry =20 Ry =20 Ri=10 o1y
Rg=10Q .
—AAA - — AAA I
‘ R=20 g=1v
' AAN |;..EI =16V | | AN
Ry =40 -
3 Williams f3720 Williams
\ \

R: (a) 1A, 4A y3A; (b)5, %y 1A,

I11.5.3. Balance de Ecuaciones Quimicas

En una reaccion quimica ciertas moléculas (reactivos) se combinan para formar otras
nuevas (productos). Una ecuacion quimica balanceada es una ecuacion algebraica que
proporciona los niimeros relativos de reactivos y de productos que intervienen en la
ecuacién con la condicion que debe existir idéntica cantidad de atomos de un mismo
elemento quimico tanto a la izquierda como a la derecha de la misma. Se conviene indicar
a la izquierda los reactivos y a la derecha los productos.

Ejemplo 14
la combustion del amoniaco (NHs) en oxigeno (O:) produce nitrégeno (N2) y agua (Hz0).
Pretendemos equilibrar la ecuacion.

aNH: +bO:

Planteamos las ecuaciones de conservacion para cada elemento:
N: a=2c—c=%a

H:3a=2d —» d=3%:a

O:2b=d ->b=Y%d=%.%a=3%1a—b=%%a

¢ Nz +d H:0

Reemplazando queda
aNHs+3,a0: ——=1aNz2+3,aH:0

Y si multiplicamos por 4 para que no queden fracciones (es multiplo de 2 y 4):
4a NH:+ 3a0:z 2a Nz + 6a H=0O

Y extrayendo factor comin a queda un multiplo de una ecuaciéon minima:
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a. [4NH:+ 30: 2 N2+ 6H:0 ]

4NH:=+ 30: 2 N2+ 6H::0

Se comprueba que la ecuacion esta equilibrada.

Nota: para acortar camino basta elegir un valor de “a” que permita conseguir que todas las
incdgnitas sean niumeros naturales. En el ejemplo si a fuera 4 nos da que b=%. 4 =3, c="%.
4=2y d=3/. 4=6.

Actividad 11
P) Equilibrar las siguientes reacciones quimicas:
FeS, + O, Fe,O; + SO,
a)
CsHyp + Oy CO; + H,O

R: (a)4,11,2,8 (b)2,13y8y 10
I11.5.4. Trdfico en la ciudad
El analisis que se ha efectuado para redes eléctricas fue adaptado para otros campos
cientifico-tecnoldgicos como las comunicaciones o los sistemas de transporte. Veamos una

situacién sobre esto ultimo.

Ejemplo 15

El esquema corresponde a un modelo de trifico
vehicular, muy simplificado por cierto y muestra la
cantidad de autos por hora que ingresan o salen de un
“microcentro” de cuatro cuadras determinado por
cuatro Avenidas. El transito estd medido en vehiculos
por hora —vph-.

Tener en cuenta que todo el transito que llega a
una esquina debe salir de la misma.

Se pide:

a) Interpretar detenidamente el esquema y plantear
un modelo que permita obtener la cantidad de
autos por hora que circulardn por cada Avenida.

b) Si existiera una unica solucion obtenerla; si

hubieran infinitas dar su expresion y las condiciones

de limitacion que existirian; si fuera incompatible
reconocer cudles datos la hacen contradictoria.

Solucién

Definimos cuatro incognitas que dan la

cantidad de vehiculos por hora que circulan por

los tramos ab, cb, cd y ad donde la situacién establece que el transito es en un tmico

100

100

200

100

4

a

Avenida | b

150

50

50

Avenida Il

Avenida lll

A

50
Avenida IV

Adaptado de Algebra Lineal con Aplicaciones de Gareth Williams (p.38)

100

o |

a

*2

Avenida | b

x3 c

150

100

Avenida Il

Avenida IlI

50
Avenida IV

50

Adaptado de Algebra Lineal con Aplicaciones de Gareth Williams (p.38)
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sentido (podria tenerlo en ambos y debiéramos habilitar dos variables para ese mismo
trayecto).

X +X, =300 1 1 0 0]300
. X + X, =250 . 1 0 0 1|250
El sistema es y matricialmente ;
X, + X3 =150 01 1 0150
X; +X, =100 0 01 1100

1 0 0 1|250
resolviendo por Gauss llegamosa |0 1 1 0| 150].
0 01 1100

Como rg(A)=rg(M) =3 <n=4 (3 ecuaciones independientes y 4 incognitas) tenemos un
sistema compatible indeterminado.

X 250-x, X 250 -1
X, 50+ X, X, 50 1

Esta es: = , xa€R o = + X, .
X 100-x, X3 100 -1
X4 X4 X4 0 1

Debido a que todos los flujos vehiculares deben ser positivos se tienen las siguientes
limitaciones: (i) 0< x4 (flujo en el tramo bc)
(if) x4< 250 (sino x1 daria negativo)
(iii) x4< 100 (sino x3 da negativo)
Las condiciones finales son:
0=x41=100, x2> 50, x1< 250 y x3< 100)

Contestemos las siguientes cuestiones:
* Dar 2 posibles soluciones dentro de todas las encontradas y dibujarlas en el esquema de las
Avenidas controlando que los resultados sean coherentes.

Si x4 =20; y xa=50
200 100 200 100
230 M 200 29
100
2 Avenidal b 150 100 a8 Avenidal b 150
70
x, X, x,7 100 %
20 50
80 x X
100 d =3 [ 50 100 d 0.3 [ 50
Avenida Ill Avenida Ill
50 50 50 50
Avenida Il Avenida IV Avenida [l Avenida IV
Adaptado de Algebra Lineal con Aplicaciones de Gareth Williams (p.38) Adaptado de Algebra Lineal con Aplicaciones de Gareth Williams (p.38)
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En el primer esquema el flujo es a es: 200 + 100 = 230 + 70 y asi siguiendo (controlar todos
los nodos en los dos casos).

e ;Cudl es la circulacién en cada calle si la 200 100
Avenida 1II tiene su mdximo valor posible?
100 el 150
. a i b
Si x3=100 se llega a: Arentda
* ;Eslégica la relacion entre los flujos 22 "4
50 0

vehiculares de ingreso y salida a la zona de 100 d 1003 e
Avenidas que se estd estudiando? Avenica
Si. El ingreso de vehiculos debe coincidir con

el egreso sino habria acumulacién de autos o wenia enia v

50

aparicién d.e ].OS mismOS, 10 Cual ViO]_a e]_ Adaptado de Algebra Lineal con Aplicaciones de Gareth Williams (p.38)

modelo.
Asi entran al “microcentro” por hora 100+200+50+50= 400 y salen 100+150+100+50=400

e ;Cudles son las limitaciones del modelo?

1- Las calles elegidas son de una sola mano. Habria que generalizarlo para dos (basta
agregar una nueva variable en el sentido opuesto).

2- No hay autos que permanezcan acumulandose en el microcentro (que se queden
estacionados por la necesidad de compras, por ejemplo).

3- Los valores de ingreso y egreso son “en promedio” y seguramente para cierta hora y
dia. No es un modelo dinamico.

4- No tiene en cuenta limitaciones propias del transito vehicular como semaforos, personas
cruzando, atascamiento, etc.

Actividad 12
(W) Para el esquema se pide: 200 vph 00 v
a) Plantear el modelo del flujo /
vehicular y dar las variables en juego. 400 vph Calle Duval 200 vph
a b -~
b) Resolverlo.
¢ Qué diferencias acerca de las I ; Calle Honros . 100 vph
soluciones se tiene aqui respecto a lo m&s s s "
o . 8 3
recién ejemplificado? s s
¢) Dar las limitaciones en los valores t00vh S|, Calle Adams a|S < 100 vph
de circulacion por las calles, si las hay.
. 7 . ¥, r
d) ;Cudl es la menor afluencia que sovph 600 vph
PUEde existir en la calle Adams sin Tomado de Algebra Lineal con Aplicaciones , Gareth Williams (p.34)
provocar congestionamiento?

e) ;Hay alguna posibilidad de que el
flujo vehicular por la calle Laura disminuya a la mitad al pasar por la esquina de Monroe?

II1.5.5. Funcion de Demanda
Una de las funciones mas importantes en la manufactura, que concierne a fabricantes,
economistas y especialistas de mercado es la funcion de demanda D que representa la
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cantidad de piezas de cierto articulo que se vende y depende del precio P del articulo, del
ingreso I de los consumidores y del precio C de un articulo alternativo suministrado por la
competencia.

Ejemplo 16

Una empresa desea fabricar un articulo deportivo e investiga en el mercado la funcion de demanda.
Estudios realizados indican que si el articulo cuesta $20 con una drea de ingreso promedio de
20000% se venderian 660 unidades siendo el precio de la competencia de $20. Si se mantiene el
precio pero la competencia reduce el suyo a $10 entonces se venderian 1130 unidades en un drea de
$30000 de ingreso promedio. Por iiltimo, si el precio es de $15 y el de la competencia de $20 se
venden 1010 articulos en un drea de $25000 de ingreso.

Determine la funcion de demanda, si la relacién es lineal con las tres variables independientes.

La relacion es del tipo D= a.P + b.I + c.C donde es necesario obtener a, b y c.
Tomemos para facilitar las cuentas como unidad del ingreso a “miles de pesos”.
La informacion suministrada determina las siguientes tres ecuaciones:
(I) a.20 + b.20 + ¢.20 = 660

(II) a.20 + b.30 + .10 = 1130

(III) a.15 + b.25 + ¢.20 = 1010
Dividamos por 20, 10 y 5 respectivamente y armemos la matriz ampliada de coeficientes
para triangular.

11 1! 33 11 133 11 133

23 11113 [0 1 -1 47 |-2f,+f, »|0 1 -1|47 o
3 5 41202 0 2 11103)-3f,+f, (0 0 319 )-2f,+f,

11 133 11 0!30)-f,+f, (1 0 0!-20\f,+f,

01 -11470 |0 1 0/50|f+f, —|0 1 0! 50

00 1!3)f,:3 (00 1!3 001! 3

Luego a=-20, b=50 y c=3 donde P y C deben estar dados en pesos e I en miles de pesos; es
razonable que a sea negativo pues a mayor precio del articulo menos demanda; si la
competencia aumenta el precio nuestra demanda va a aumentar en desmedro de los otros
y si el nivel de ingreso de la poblacién sube tenemos mayor posibilidad de vender mas.
Nos queda entonces que ‘D= —20.P +50.I + 3.C‘

Podemos corroborar nuestras respuestas:

D((20, 20, 20)) = —20.20 + 50.20 + 3.20 = 400 + 1000 + 60 = 660 v’
D((20, 30, 10)) = —20.20 + 50.30 + 3.10 = —400 + 1500 + 30 = 1130 v’
D((15, 25, 20)) = —20.15 + 50.25 + 3.20 = -300 + 1250 + 60 = 1010 v’

¢Cudl seria la demanda para un precio de $17 con precio de la competencia $19 y en un rango de
ingresos de $15.000?
D((17, 15, 19)) =-20.17 + 50.15 + 3.19 = -340 + 750 + 57 = 467
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Actividad 13
Obtener la funcioén lineal que relaciona la demanda articulo en funcioén el precio P, del precio C de
un bien sustituto y del nivel de ingreso de la poblacion.
Se sabe que para P=$10, un ingreso de $15000 y un precio de la competencia de $20 la demanda es
530 unidades; si P= $20, C= $15 y el ingreso de $40000 es D= 1360; por uiltimo para P= $15, C=
$15 e ingreso $25000 se compran 835 articulos.
Cudl es la demanda para P= $22, C= $18 e ingreso $24000.

R: D=-15.P + 40.1 + 4.C; D((22, 24, 18)) = 702

II1.5.6. Modelo de Leontief y la Economia
Abordemos un modelo de intercambio econdmico simple debido al economista Wassily
Leontief. Se divide a la economia en sectores y se conoce la produccion total para cada

sector como la manera de intercambio monetario entre los sectores.

El valor de la produccion total de un sector dado se conoce como el precio de la salida.
Leontief ha demostrado que existen precios de equilibrio que pueden ser asignados a la
salida total de cada sector de tal manera que los ingresos para cada sector sea exactamente
igual al de sus gastos.

Explicaremos una simplificacion del modelo a través de un ejemplo (adaptado de Chen).

Ejemplo 17
La muestra una economia con tres sectores A, B, C que intercambian bienes entre si:

Proporcion de la producciéon del sector
Adquirido por el sector A B C
A 0,2 0,6 0,1
B 04 0,1 0,5
C 0,4 0,3 04

La misma se interpreta del siguiente modo:
a) La industria A utiliza el 20% de su valor monetario de produccion en autosostenerse (es
un insumo de ella misma), el 40% es demandado por la industria B y el otro 40% por la C
(analisis de la columna 1).
b) La industria C tiene por proveedores a la industria A en un 40% del valor monetario de
ésta, un 30% de la B y un 40% de ella misma (analisis de la fila 3).
Sean pa, ps y pc el valor monetario de la produccion total para cada sector (A, B, C).
En la basqueda de precios de equilibrio, el gasto de cada sector debe coincidir con su nivel
de ingreso tenemos algebraicamente que:

0,2pa +0,6ps + 0,1pc = pa (I)

0,4pa + 0,1ps + 0,5pc = ps (II)

0,4pa + 0,3ps + 0,4pc = pc (III)
La primera ecuacion la interpretamos asi:
Lo producido monetariamente por la industria A (pa) es neutralizado (o absorbido) por el
gasto que le demanda la propia produccidn; en este caso el 20%, 60% y 10% de lo
producido por A, By C.
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El sistema de ecuaciones es equivalente a:

-0,8pa +0,6ps + 0,1pc =10 (I)

0,4pa — 0,9ps + 0,5pc = 0 (IT)

0,4pa + 0,3ps — 0,6pc =0 (III)
Al ser un sistema homogéneo es compatible. Trabajemos con la matriz ampliada del
sistema.

~08 06 0110\ (-8 6 1.0\10f, (4 3 -6!0\f,<f,
04 -09 05!0/—|4 -9 510[10f, | 4 -9 5.0 o
04 03 -0610 4 3 -6!0)10f, (-8 6 110

4 3 -6!0 4 3 -6!0

0 -12 11 10|-f+f, —|0 —12 11!0|-f.+f,

0 12 -1110)2f,+f, |0 0 -010)-f,+f,

12ps =11pc —ps = %pc; 4pa + 3.ps —6pc =0 — 4pa + 3. %pe —6pc=0—4pa= %pc

pa= 1—2 pc; la solucién (pa, ps, pe) = (i—\zpc, i—; pe, pe) =pc. (g , i—; ,1)= Z—; . (39, 44, 48)

(pa, ps, po) = . (39, 44, 48)

Por ejemplo la situacion de equilibrio para o= $10° (un millén de pesos) ocurre cuando la
industria A produce 39 millones de pesos, la B 44 millones y la C 48 millones.
El siguiente esquema nos ayudara a comprender al modelo.

Uso de millones por Uso de millnespor Uso de millnespor

parte dea industiz parte dea industiz parte dea ndustiz

Industtia A
64 millone

Industria A

Industra A: 75+ 264+48=19 ¢

Industria [ndustria B

U millones

Industeta C
4 millones

Industria B

IndustiaB: 15 +44+ =44 ¢

a2+ 100=4 /|
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Actividad 14

(Ch) (i) Tres industrias A, B, C consumen parte de sus propias salidas y se compran entre si de

acuerdo con la tabla:

Proporcion de la produccion del sector
Adquirido por el sector A B C
A 0,35 0,5 0,3
B 0,25 0,2 0,3
C 0,4 0,3 04

Utilice el modelo de Leontief para determinar los precios de equilibrio que pueden cobrar entre si
para que cada empresa termine hecha (sin pérdidas ni ganancias).
(ii) (Ch) Existe un acuerdo por tres consultoras A, B, C que trabajan para si mismos y unos a otros

regulando su actividad de acuerdo con la siguiente tabla:

Porcentaje de tiempo dedicado por
Trabajando para el consultor A B C
A 50 40 10
B 10 20 60
C 40 40 30

Por medio del modelo de Leontief determine las facturaciones de equilibrio que pueden cobrar para
que cada consultora termine con balance cero su gestion econdmica.

II1.5.7. Transmision del Calor y Temperaturas medias en una placa metdlica
Supongamos que tenemos una placa rectangular delgada cuyos
bordes se mantienen a temperatura fijas cada uno de ellos; por
ejemplo la izquierda a 0°C, la derecha a 2°C, la superior a 1°C y la
inferior también a 1°C (ver esquema).

Dueremos estimar las temperatura en el interior de la placa.‘

Para ello cubrimos la placa con redes cada vez mas finas. :
La interseccion de las lineas del reticulo se denomina nodo. Estos pueden ser de frontera o
del interior, segtin estén en el borde o adentro. Cada nodo sera un elemento térmico pues
influira sobre los nodos adyacentes. Si se conocen las temperaturas de los puntos frontera
podemos calcular los valores en los nodos interiores. Cuanto mas fino sea el reticulo mejor
funcionara la estimacion que se basa en la siguiente propiedad:

La temperatura en cualquier nodo interior es el
promedio de las temperaturas de los nodos adyacentes.

1 Tomado de Nakos, p. 43 y siguientes.
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Para simplificar tomemos so6lo cuatro puntos interiores de la placa cuyas temperaturas
desconocidas seran xi, x2, X3 y x4; en la frontera hay 12 nodos (que no les hemos dado
nombre por simplificacion y cuya temperatura se conoce).

Las ecuaciones son:

X1 = % (x2+x3+0+1) X2 = % (x1+xa+1+2) X3 = % (x1+xa+0+1) X4 = % (Xx2+x3+2+1)
. 3 5 3 5
Resolviendo por Gauss se llega a X, = Z°C, X, = Z°C, X3 = Z°C, X, = ZOC .

Actividad 15
N) Calcular las temperaturas x1, x2 y x3 en las placas metilicas de los siguientes dos esquemas
utilizando la propiedad de la temperatura media.

I11.5.8. Los procesos de Markov'?

Muchos de los procesos que ocurren en la naturaleza y en la sociedad pueden ser
modelizados con la suposicion de que el fendmeno se va desarrollando en una sucesién de
etapas a partir de un estado inicial y donde la transicion de un estado al siguiente ocurre
con cierta probabilidad®.

Esta probabilidad de transicién puede tener diferentes caracteristicas pero si es
despreciable la influencia de la etapa en la que se encuentra o en la que le va a seguir, o sea
que sdlo depende de su estado anterior el proceso se denomina proceso de Markov y la
sucesion de estados se denomina cadena de Markov (ya hemos trabajado un poco en Apunte I,
11.8.3.111, pag 64).

No debemos olvidar que se trata de una simplificacion y en algunos casos puede ser
demasiado restrictiva y tal vez inapropiada —las probabilidades podrian modificarse con el
tiempo-.

[lustraremos su uso desde la Meteorologia.

12 Adaptado de Boldrini pp. 14-26.
13 Por ejemplo al tirar una vez un dado regular (no cargado) la probabilidad de obtener un 6 es de % ;elde

conseguir un numero mayor a 2 es de 4 6= % ; a cada evento o situacion elemental se le asigna un niumero —

llamada probabilidad- que esta entre 0 y 1; la probabilidad del evento seguro tiene que ser 1 y produce una
limitacion adicional. Al tirar un dado la suma de las probabilidades de sacar un uno ¢ un dos 6 un tres 6 un

cuatro 6 un cinco 6 un seis sumadas debe ser uno (efectivamente % +% +% + % +% + % =1).
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Ejemplo 18
En una region las lluvias son bastante recurrentes; se ha estudiado la secuencia de anos
lluviosos y secos y se llego a los siguientes resultados:

¢ A un ano lluvioso la probabilidad de que en el préximo llueva mucho es de % (mientras

- 3
de que sea un ano “seco” es 2 )

* Si es un ano seco, la probabilidad de que se repita es ¥z (y el otro 50% queda para la
posibilidad de ser lluvioso).
Tenemos una secuencia de estados lluvioso (L) y secos (S) que anotaremos matricialmente

LI,

como [ j conK=0,1,2,..,n, .. etc, donde K=0 corresponde a la situacién inicial; Ll y

K
Sk representan las probabilidades de afio lluvioso y seco respectivamente luego de K afios
(o etapas segun el caso).

Armamos el modelo:

Lli=%Llo+% So
(la probabilidad de lluvia en el afio siguiente hereda en un 25% lo acaecido en una afio anterior si
fue lluvioso y un 50% si hubiera sido seco)

S1=%L10+1/250

(la probabilidad de afio seco el ano siguiente hereda en un 75% lo acaecido en una afio anterior si
fue lluvioso y un 50% si hubiera sido seco).

La situacion puede representarse matricialmente:
[ LI 1J [ LI Oj
S S

se la denomina matriz de probabilidades de transicion y

Nlwdh|F
NIFRNF-

Alamatriz T =

DNlwdh|F
NIFRN| -

LI
( S: J es el K-ésimo vector de probabilidades.

Los elementos de T deben ser no negativos (0) y los elementos de cada columna deben
sumar 1. Una matriz cuadrada con dicha caracteristica se denomina estocdstica.
Al ser T una matriz con elementos constantes ocurre que:

(LI K+1J _
SK+1 -
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) conk=0,1,2,...,n, ...
S

N lwdh|R
NIRPN| -




y también

K+1
(LI K+1J _
SK+1

Por ende el comportamiento de la regién a largo plazo (o sea cuando K es grande) podra
ser previsto si los elementos de la matriz T¥ —calculables a partir de los elementos de T-se

LI
( OJ conk=0,1,2,...,n, ...
S

Nlwh|pk
NIFRN| P

aproximasen a los de una matriz T~; si fuera el caso la probabilidad de afio lluvioso versus
afno seco estara dado por:

LI, e LI,

S, S

y estara completamente determinada sin importar el K mientras éste sea grande.

Para que esto ocurra la matriz de probabilidades de transicion T debe cumplir que sea
regular: aqui significa que alguna de sus potencias tiene a todos sus elementos diferentes de
cero (la T ejemplificada los tiene sin necesidad de buscar alguna potencia).

Si TER™ es una matriz de probabilidad de transicion regular resulta que:
a) existe T~ que ademas tiene todas sus columnas iguales;

LI
b) y que éstas coinciden con el vector columna de probabilidad “en el inﬁnito”—( SwJ en

0

Py

p00

nuestro caso— que llamaremos p==| '
0
Pr
¢) y dicho vector p~ es el tinico no nulo que satisface ;

d) y para cualquier estado inicial con vector de probabilidad p, a largo plazo la situacién
se estabiliza hacia el vector de probabilidad p~.

En nuestro ejemplo tendriamos:

Llo=%Llo+ ¥ So H%Llo=1/250 —>gL10=So
So= §Llo+1/250 — 1/250=§L10 — So=§L10
4 4 2

Como So y Llo son probabilidades sucede que So+ Llo=1 — ngo +Ll=1— ngo =1—

LI
L2y 3 [He).
5 5 S

0

glwaN

Esto significa que sin importar la situacion de partida resulta que a largo plazo la
probabilidad de un afo lluvioso es del 40% y de un afo seco es del 60%.
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Actividad 16
(i) (B) Dos sustancias diferentes estdn en contacto e intercambian iones entre si. Se conoce

experimentalmente que un idn de sodio del medio (1) tiene una

probabilidad 0,7 de pasar al medio (2) mientras que un idn del Medio (2
medio (2) tiene una probabilidad de 0,1 de pasar al medio (1). Se Sodio|
colocan inicialmente 2 moles de sodio en el medio (1) y nada en el Medio (IL_

(2). Se pide: Sodio
a) Modelizar la situacién que nos otorgue las cantidades de iones

de sodio Uk y Dk de los medio uno y dos respectivamente luego de k
etapas (k=0, 1, 2,...).

b) ;Cudl serd la existencia de sodio en cada medio luego de 1, 2 y 3 etapas?
c) ¢Cudl es la prevision de concentracion a largo plazo?

d) ;Cuanto vale T en esta situacion?

(ii) w) Construya un modelo de movimiento de poblacion entre dreas metropolitanas y rurales si sus
poblaciones en el aio 2000 fueron de 200 y 60 millones respectivamente; el 99% de los habitantes de
la ciudad optan por permanecer en ella mientras que el 98% de los rurales prefieren proseguir en su
zona. Predecir las poblaciones desde los afios 2001 al 2005.

Actividad 17: Ejercicios de refuerzo

50

1w) El grifico representa el transito que entra y sale T
en las uniones de una glorieta. |

Xy T p =
flujo de trifico a lo largo de los distintos ramales. / N
100 —— A(A j* —==150
\
s o

Construya un modelo matemdtico que describa el

¢Cudl es la minima afluencia tedrica posible a lo

largo del ramal BC? B
(Es posible que se dé en la prictica? I>
2w) ¢Cudl es el polinomio de grado 3 cuya grifica | . .

pasa por los puntos (1,-3), (2,-1), (3, 9) y (4, 33)?

R:y==3+x—-2x2+x°

3) Encuentre la corriente y la caida de potencial en cada resistencia para las situaciones dadas.

(@) | Wilame Y [ (b) ]
i — | 41 — —
E' =9 4
- AM— AN !
Ri=2  Ro=l
L --—-4‘\,‘\{\; —_—
2 |
L AW—i
Ry=4 E=13 o N’?‘N - ‘Wi]]iﬂm|5
- 2
“ L
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(4p) Equilibrar las siguientes reacciones quimicas:

Na,CO;+ C+ N,
(ii)

NaCN + CO

5P) Describa los flujos posibles a través de la red de tuberias
de agua si el flujo se mide en litros por minuto.

Rifi=15-t f2=5-1t =20+t fa=t;10<£f1 <15, 0<f2<5,
20<f3<25, 0<f4<5.

6) cn) Tres agricultores A, B y C producen platanos,
naranjas y manzanas, respectivamente, e intercambian la
produccion entre ellos.

El productor A compra el 50% de las naranjas y 20% de
las manzanas; el B compra 30% de los plitanos y 40% de
las manzanas, mientras que el C adquiere el 50% de los
pldtanos y 20% de las naranjas.

Utilice el modelo de intercambio simple de Leontief para determinar los precios de equilibrio que
pueden cobrar entre si para que el dinero no cambie de manos.

Foole p.105

\

-~
—

7) Para la siguiente red de trinsito vehicular 100
determinar los flujos posibles. 150 zuoT
o ;Podri ser fi = 100 y fo= 1507 100 f1 b

* Si fi=0, jcudl serd la amplitud de flujo en cada
una de las otras ramas? f, £, fI

100

200 fs f; 150

8W) La siguiente es una matriz estocdstica de

transiciones ocupacionales: 100 100 mUT

(generacidn inicial) Poole p.115

profesional no profesional

| 0.2 profesional { o
0 0.8 | no profesional generacion final)

a) Si el padre es un trabajador no profesional, ;cudl es la probabilidad que el hijo sea profesional?
b) Si hay 10000 personas profesionales y 20000 no profesionales, ;cudl serd la distribucion en la
generacion siguiente?

II1.6. Determinantes™
No obstante ser el concepto de determinantes uno de los primeros en surgir en el Algebra
Lineal lo abordaremos instrumentalmente pues su uso se relaciona con la inversa de una

14 Agradecemos el aporte en el desarrollo del tema a nuestro colega Ing. Javier Enrique Rodriguez.
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matriz, la solucion tinica de un sistema de ecuaciones lineales de nxn, la independencia y
dependencia lineal de vectores y a la obtencion de autovalores (tema que queda mas all4 de
nuestro curso por cuestiones de tiempo).

El determinante se define para matrices cuadradas de orden n y n'y su resultado sera un
numero que en nuestro caso sera real pues solo trabajaremos con matrices a coeficientes
reales.

a, a,
R 8y

Es conocida la expresion para matrices 2x2; si A es la matriz ( J su determinante se

define como an.az — an. a:

de{au aiz} _
a21 a22

Deténgase un instante sobre la notacion: o antecedemos “det” a la matriz o le colocamos

a, ap

=8y;-85 — 8y 8y,
ay ay

unas barras —tipo valor absoluto- a la matriz en vez del corchete —o paréntesis usual.

Ejemplo 19
-5 3

a) de =
-7 -4
t-2 2

b) de =

5 6
La obtencién del valor de un determinante lo haremos de tres maneras diferentes:
1. A través del desarrollo de Laplace.

2. Por aplicacién de propiedades.
3. Un mix de propiedades y el desarrollo de Laplace segiin nos sea mas conveniente.

_ ? _34‘ = (-5)(-4)-(-7)3=20+21= 41,

t—2
St

Z‘ =6/t —2)- 25t. = 6t —12—-10t = -4t —12

II1.6.1. Desarrollo de Laplace

Definicién 6.1.a.

Dada A una matriz cuadrada de orden n, definimos menor complementario M ; de un
elemento a; de A como el determinante que se obtiene al eliminar la fila i y la columna j

donde se encuentra dicho elemento a; .

Ejemplo 20
-4 2 -2
SiA=| 0 -5 6 | obtengamos los nueve menores complementarios:
7 -1 1
M, = |_i j =-5+6=1 ya que hemos suprimido la fila 1 y la columna 1 como muestra el
esquema:
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4 2 -2

0| -5 6
7 -1 1
0 0 - .
M, = 2 4= 0-42=-42, M; = . =0+ 35= 35 pues se ha eliminado
respectivamente:
4 (2] -2 [F4 2 [-2
0 -5 6 0 5|6
7 |-1] 1 7 -1 101
| y
Siguiendo,
Mu=|® “9=2-2-0,Mp,=| .+ J=-4+14-10, M,,=|  °|-4-14-10
27 9 117 T Ma2Ti . |7 It ar< Tl I Y =
2 - -4 - -4 2
M, = =12-10=2, M,, = =-24-0=-24y M,; = =20-0=20.
-5 6 0 -
-4 2 9 -2
4 2 -
) 11 -3 -5 2 ) ,
SiB= hay 16 menores complementarios; M ,seria |0 -5 6| -
0 -5 -04 6
7 -1 1
|7 -1 -9 1

que por ahora no tenemos su resultado; (1)-.

Definicién 6.1.b.
Dada una matriz cuadrada A de orden n, se define el adjunto o cofactor de un elemento

a; de A como el ntimero real A =(-1)"".M,

Para nuestra matriz A tendriamos:
Axn=(-1)*2 M2=1.10=10;
An=(-1)>*2 M=z =-1. (-24) = 24,
y asi con los otros 7 cofactores.

Comentarios

a) El cofactor le “antepone
acuerdo a cual posiciéon ocupa en la matriz.

b) El resultado puede ser positivo, negativo o cero. Que los ejemplificados fueran positivos
es una coincidencia.

7

un uno” o “un menos uno” al menor complementario de

Definicion 6.1.c.

Si A es una matriz cuadrada A de orden n, se define su determinante como la suma del
producto de cada uno de los elementos de una linea cualquiera elegida de la matriz por su
correspondiente adjunto. La linea puede ser una fila 6 una columna.
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A,

SiA=|a, a,, a,]|y, porejemplo, desarrollamos por la columna 2,

a3 3 Ay
) |Gz | dns
Ay |Gyp | Gn
A3 | Q3| Qg
a, a
ot Henr ) ot

detA = a,,.A, + a,,.A,, + a,,.A;, y prosiguiendo llegariamos a que el

&, a, a3
det Ay Ay Qyg [T A 858551 8,858 38,85 A8, 853 48,87 A 85F
a;; 83 Ay

férmula que no debemos aprender de memoria.

Ejemplo 21
-4 2 -2
Regresemos a nuestra matrizA=| 0 -5 6 | y hallemos su
7 11 -4 2 -2
determinante primero por la fila 2 y luego por la columna 3 para [ 0 -5 6 ]
visualizar la coincidencia de ambos resultados y analizar si en
alguno de los dos casos tuvimos alguna ventaja operativa. 7 -1 1

det A = 0.(-1)*".

—21 _12‘ +(=9).(- 1)2+2-_74 _12‘ +6.(-2)".

det A =0—-5.(-4 +14) —6. (4 — 14) =50 +60 = 10.

—4 2
7 -

Usando la tercera columna:

1310 — 23—4 2 as—4 2 -4 2 -2
A=-2(00 _j+6.(—1) I _J+1.(_1) I _5‘ o s e
|A=-2.35-6.(-10) + 1. 20 =-70 + 60 + 20 = 10. 7 1 |1

Comentarios
1) Si una columna —o fila— tiene algtin o algunos ceros es mas sencillo desarrollar por alli
pues el término correspondiente se anula sin importar el valor del cofactor.

4 2 -
2) En la pagina 151 —(1)- debiamos el valor M,; queera|0 -5 6| y que como hemos
7 -1 1

visto vale 10.
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3) Si tenemos una matriz de orden 4 el determinante se consigue a través de cuatro
sumandos que involucran determinantes de orden 3 que como hemos visto podemos
obtener.

Para una matriz de 5x5 se precisarian hallar 5 determinantes de 4x4 que por lo antedicho
puede alcanzarse —a pesar de lo engorroso de las cuentas- y asi siguiendo para cualquier
matriz de orden n.

4) Si una matriz cuadrada es triangular superior, triangular inferior o diagonal su
determinante resulta tener una expresion muy sencilla.

Ay 8, &, a, 0 0 a 0 0
Obtenerlasi Tg=| 0 a,, a,|, T,=|la, a, O0|yD=/0 a,, O
0 0 a 8 85 Ay 0 0 a;

5) No se admitira utilizar la regla de Sarrus pues la misma es valida solamente para
determinantes de orden 3 (si no la conoce mejor, menos ruido pedagégico).

6) Cuando se ensef6 el producto vectorial (apunte I, IL6.7. pag 55) se utiliz6 un desarrollo
por la primera fila de un determinante aunque los elementos de ésta en este caso son

vectores (I, , k ); el signo menos antepuesto al | esta reemplazando al (-1)™*2 que le

corresponderia a esa posicion.

Por ejemplo

A

]k
_ _ _(_ |~ 4 2 s 1 g 1 - ~
0-a0nC219-| 1 -4 0-(U"T Jecoeil®, Jreardl?, -

(- 4,0) A (- 215) =i.(-20) - ] 5+k.(-7) =—20 —5] — 7k

Actividad 18
Calcular los determinantes de las siguientes matrices:
3 6 9 0 -1 4 2 3 -5
F=|-3 3 3,G=|0 5 9|,H=|0 -3 7
6 0 12 0 8 12 0 0 5

I11.6.2. Desarrollo por propiedades

Como podemos ver de las definiciones anteriores, el determinante de una matriz cuadrada
real es una operacion que involucra a todos los elementos de la matriz y que da por
resultado un niimero real.

Si A es una matriz que pertenece a R™", definimos como determinante de orden n a una
aplicacion D: R™ — R, que cumple con ciertas propiedades. Obviamente puede haber
muchas aplicaciones que operando sobre una matriz cuadrada den por resultado un
nuamero. Pero ademas el determinante cumple con las siguientes propiedades que estan
expresadas sobre las filas, pero se mantienen si las definimos sobre las columnas.
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&, a, . . ayu

a) Si una matriz tiene una fila de ceros el determinante es nulo, | 0 0O .. O0|=0

aN,l aN,2 ot aN,N

b) Si una matriz tiene una fila de la cual se puede extraer un namero que es factor comun
de todos los elementos de la fila, el determinante de dicha matriz es igual al producto de
dicho factor comuin por el determinante de la matriz en la cual la fila anterior esta
simplificada extrayéndole dicho factor comun.

a, Ap - - Ay Ay Qp - - Ay
ag, o8, . . addy=a.q; Q, . . Gy
ayng Aye - - Ay Qyp Az - - Ay

Logicamente esto puede ocurrir con todas las filas que pueden tener factores comunes
diferentes. Luego se extraen todos, se simplifican las filas y el determinante es el producto
de todos los factores por el determinante de la matriz simplificada.

Ejemplo 22
-20 2 -6 -20 2 -
det (A)=|-25V2 10V2 15V2|=N2/-25 10 15| PUES ....ccvvviveeeeieiieeeeeiee,
-30 -8 -9 -30 -8 -9
4 2 -
det (A)==5aI25 10 15| YA GUE ~...ooveoeeeeoee e
6 -8 -
4 2 - 4 2 -
det (A)=—5/25]1 2 3|==25J2/1 2 3| pues.....cccooiiiiiiiiiii
6 -8 - 6 -8 -
2 1 - 2 1 -
det (A)= —25:/22]1 2 3|=-50+/2]1 2 3|debidoaque.......c.cccocviiviiviii..
6 -8 - 6 -8 -9
2 1 - 2 1 -
det (A)= -504/23]1 2 1|=-150~2{1 2  1|pues......cc.ccoiiviiiiiiiiiaan...
6 -8 - 6 -8 -
2 1 -
Queda para el lector resolver por Laplaceel |1 2 1| y completar el det(A).
6 -8 -
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Observar que si todas las filas de la matriz tienen el mismo factor comumn, entonces el
determinante es igual a ese factor comtin multiplicado n veces por si mismo (o sea elevado
a lan) por el determinante de la matriz simplificada. O sea det(k .A)= k" .detA

3 6 9
Utilice esta propiedad para recalcular el det(| -3 3 3 ).
6 0 12

¢) Si en una fila de una matriz, sus elementos pueden ser expresados como suma de otros
dos numeros, el determinante de la matriz resulta igual a la suma de los determinantes de
dos matrices. En ambas todas las filas son iguales, salvo aquella cuyos elementos pueden
expresarse como suma de otros dos nimeros. En la primera matriz se escribe uno de los
conjuntos de nimeros que forman esa fila especial y en la segunda se escribe el otro

conjunto.
a1,1 al,2 ot al N a1,1 aZI..2 o aj, N a1,1 al,2 ot al. N
a,+b, a,+b, . . ay+by|=la, a, . . ayl+|/b; b, . . by
aN 1 aN 2 ot aN,N aN 1 aN 2 o aN N aN 1 aN 2 aN N
-1 0 4
Aplicarlo para obtener 3—-7 -1+27 2+7
3 1 -1

d) Si una matriz B se obtiene a partir de una matriz A intercambiando dos de sus filas, se

tiene [B| = —A| , o sea los determinantes son niimeros opuestos.

a b c g h i
Compruebeque [d e f|=1a b c
g h i|] |[d e f

e) Si una matriz tiene dos filas iguales su determinante es cero.

3a b -a
Calcule |I3d e -d
3g h —-g

f) Si B se obtiene a partir de A sumandole a una fila de A un multiplo de otra fila de A el
determinante no cambia.

g) El determinante de una matriz triangular superior, inferior o diagonal es el producto de
los elementos de la diagonal principal.

h)|A| = ‘A‘ ; el determinante de la transpuesta de A es igual al determinante de A.
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i) |AB = |A[B

determinantes individuales.

; el determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los

Algunas de las propiedades de esta lista son redundantes porque pueden ser demostradas a partir de
otras de la misma lista, pero lo que hemos tratado de hacer es resumir todas las propiedades que
cumplen los determinantes que hacen ademds que la definicién de los mismos sea tinica.

Ejemplo 23
Veamos cdmo podemos usufructuar de las propiedades para obtener el determinante sin
utilizar Laplace.

1 2 -10
0 2 1
Supongamos que queremos hallar det(T) = det( 1 3 )
0 1 1 2
1 2 -1 0
. -6 5 1
Si hacemos fi.(-3) + f2 — f2 y f1+ f3-— f3, resulta det( )
0 3 -1 3
0 1 1 2
Si intercambiamos f1 y f2 para obtener un 1 en la posicion t cambia el determinante:
1 2 -10
0 1 1 2
det (T)= — y efectuando f2.(-3) + s > Ly .6 + fu — fa
0 3 -13
0 -6 5 1
12 -1 0
01 1 2
det (T)= — ; si realizamos fs. 11 + fa— fa resulta
0 0 -4 -3 4
|0 0 11 13
12 -1 0
01 1 2 19
-0 0 -4 -3/7- 11 (—4).7 =19 pues hemos obtenido una matriz triangular superior.
00 O 19
4

II1.6.3. Mix Laplace y Propiedades
Podemos ir alternando el uso de las dos herramientas ya abordadas.
Recalculemos el determinante anterior para mostrar la técnica.

1 2 -1 0 1 2 -10
3 0 2 1 0 -6 5
det(T) = det( ) = det( ) y desarrollando por la columna 1:
-1 1 0 3 0 3 -1 3
0 1 1 2 0O 1 1 2
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-6 5 1
det(T)=1./3 -1 3;con ts=1y a través de columnas vamos a obtener dos ceros

1 1
adicionales.
-6 11 13
C.(-1)+C > C, Ci(2) + G — Ca: det(T)={3 -4 -
1 0 O
y desarrollando por la tercera fila
11 13
det(T) =1. (-1)*>". 4 =(-33+52)=19
Actividad 19
0O 0 0 O
1 0 2 21 31
P g PO 08 1011
(I) Obtenera) |3 1 , b) ,9)0 0 -2 0 0, d) ,
-1 20 0 21
4 0 1 0 -4 0 O
11 01 2
2 0 0 O
54 0 O
-4 1 O
07 0 O
5 3 0
e) ,)[0 0 0 2
9 0 -5
2 0 -1 0
4 0 O
00 0 -1
(II) Demostrar que:
a+b a a
a a+b al|=05@ab
a a a+

() Si A es una matriz cuadrada de orden 4 y |A| = 2, calcular ‘3. (A‘)S‘ )
(IV) Si A tiene cuatro filas Fi, F2, F5, Fay |A| = 2.
F +3F
Calcular det(B) si B = E
2
3F,

II1.7. La inversa de una matriz y su determinante

Las operaciones por filas que utilizamos para llegar a una matriz triangular superior y
posteriormente obtener el determinante son analogas a las usadas para conseguir la inversa
de una matriz.
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Si al hacerlo llegabamos a tener dos filas iguales o (al menos) una fila totalmente nula,
sabiamos que dicha matriz no tenia inversa. Los determinantes de esas matrices finales
son nulos (propiedad a 6 e).

Podemos asi enunciar el siguiente resultado:

IUna matriz A tiene inversa si y solo si su determinante es diferente de cero‘

I11.7.1.Determinante de la matriz inversa
Usando las propiedades vamos a probar que si una matriz A tiene inversa —y por ende su
determinante es distinto de cero- vale la formula:

1
-y
A

Si A tiene inversa, entonces cumple A A1=1— | A A1 | = | 1 |

Por la propiedad del determinante de un producto de matrices: | A.A1|=|A|.| A1|

El determinante de la identidad |1 | es uno pues se trata de una matriz diagonal con todos
unos.

Luego | A|.| A1|=1, lo cual nos indica que el determinante de una matriz y el de su
inversa son inversos multiplicativos (ninguno de esos determinantes puede ser nulo).

Por lo tanto ‘A‘l‘ =i

Actividad 20
a) Sea A y B matrices cuadradas de orden 4 tal que det(A) = 74y det(B) = —4. Obtener:
* det(A.BT) *det(2.A™) det((2.A)71) *det(B2.A™) +det((2A))
k 1 0 2
) 0 k 11 )
b) Determinar los valores de k para que B = 05 Kk 2 tenga inversa.
0 0 k1
a 0b
c) Encontrar los valores de a y b para que C=|a a 4| no tenga inversa
0 a 2

II1.8. Obtencion de la inversa por la Adjunta

Dada una matriz A € R™, llamemos Mj a la matriz (n—1) x(n—1) que resulta de eliminar la
i-ésima fila y la j-ésima columna de A. Podemos hallar del determinante de Mj, dado que
es una matriz cuadrada; dicho determinante se lo llama menor de aj.

Se llama cofactor Aj de aj a la siguiente expresion = (-1) ' .det (M) (o sea el producto del
menor por (-1) elevado a la suma de los indices de la fila y la columna eliminadas)

Se denomina matriz de cofactores a la matriz calculada por la siguiente expresion:

CA :|: (_1 )

|
1 l1<isn =N

La adjunta de una matriz cuadrada A es la matriz de cofactores transpuesta.

Adj(A) =(Cp )
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La adjunta nos habilita a conseguir la matriz inversa de una matriz A pues:

Al= ﬁAdj(A)
Ejemplo 24
-2 1 0
Afiancemos todo lo vistoparaU=| 1 -1 3|.
0O 1 2
-5 -2 1 -5 -2 3
La matriz de cofactoreses Cu=|-2 -4 2| ylaAdjU)=|-2 -4 6
3 6 1 1 2 1

-2 1 0] |2 1 -
det(U)=def 1 -1 3|=|1 -1 5|=1(1p2 52‘=_(_10+2) -8
O 1 2/ |0 1 0O

-5 -2 3| _ -

2 —a 6 |2 23

8 8 8

a4 1 2 1 2 4 6
U'==—————==|-— —— —|;puede comprobarse que U.U" =1.

8 8 8 8

121

' 8 8 8]

Actividad 21

1 -11 1 -11
Usando la adjunta obtenga las inversasde M= |3 1 O|yN=2 1 0
4 0 1 3 1 1

I11.9. Sistemas de ecuaciones lineales e Inversa

Supongamos tener un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas lo cual puede
representarse matricialmente por la ecuacion A.X=B con AeR™», XeR™! y Be R,

Si A fuera inversible —que ocurre solamente si det(A)#0— tendriamos:

A7 [AX]=A"B - [ATA]lX=A'B—->1LX=A"B— que nos indica la solucién.
Queremos remarcar el hecho que el valor del determinante nos divide nuestro sistema
“cuadrado” en dos clases:

Si det(A) #0 el sistema serd compatible determinado sin importar quien sea B.

Si det(A) =0 el sistema podrd ser incompatible o compatible indeterminado y habrd que estudiar
cada situacion.

Ejemplo 25
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—-X+ay+z=1
Dado el sistema |4 (2+ @)X — y — ax= 2 - a| determinar los valores de a y b reales para que el sistema
ax—ay—-z=>b

resulte compatible determinado (SCD), compatible indeterminado (SCI) e incompatible (SI) segiin
corresponda.

-1 a 1
La matriz del sistemaes A=|2+a -1 -a|ybusquemos cuando su det(A)=0.
a -a -1
-1 a 1 -1 a
2+a -1 -a=|2 a*-1 gaf,+f, > f, ydesarrollando por Laplace por la tiltima
a -a -1 |a-1 O f+f,>f,

fila tenemos: det(A) = (-1)*.(a-1).[-(a®>~1)] = —(a-1).(a+1).(a-1) = —(a—1)%(a+1)

El determinante sélo se anula si a=1 6 a =0 y alli debemos hacer una estudio especifico
para discernir si estamos frente a un SCI o un SL
Mientras tanto podemos garantizar que si a#1 y a# —1 con b cualquier nimero real
tenemos un SCD.
Pasamos a estudiar los casos a=1 (luego a=-1)
Utilizamos la matriz ampliada M del sistema:
-1 1 1.1 -11 1,1
3 -1 11!1|>|0 2 414[3f,+f, 1,
1 -1 -11b| |0 0 Olb|f+f,—>f,
Hemos llegado a una matriz triangular superior y si b#0 resulta un sistema incompatible;
si b= 0 tenemos rg(A) =2 = rg(M) <n=3 entonces el sistema es compatible indeterminado.
Paraa=-1
-1 -1 1,1 -1 1 1} 1
1 -1 13|50 -2 2] 4 |f,+f,>1,
1 1 -1ib| |0 0 O0l!b+l|f,+f, >,
Nuevamente tenemos una matriz triangular superior y si b+1#0 (o sea b #-1) resulta un
sistema incompatible; si b= -1 tenemos rg(A) = 2 = rg(M) < n=3 entonces el sistema es
compatible indeterminado.

Resumiendo:
a#l y a# -1 AbeR — SCD
a=1Ab=0— SCI
a=1Ab#0— SI
a=-1Ab=-1 — SCI
a=-1Ab#-1—SI
Actividad 22

a) Clasificar el sistema de acuerdo a los posible valores de a y b si su matriz ampliada es:
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-1 a 11
|

1 -1 -a;-1

a -a —lib

b) Resolver el sistema para todos los valores de b.

X +bx, +2%, -, =b+2
X +bx, —2x, =2

3x +30%, + 2%, -2X, =b

a b c

c) Si|m n p =-5obtener el valor de los siguientes determinantes (justificar):

g r s
a b c -a q 4 2Zm-a 2n-b 2p-c
i)[3a+m 3b+n 3c+p ii) [-b r 4n iii) | 50q 50r 50s
-29 -2r -2s -C s 4p 2a—-4m 2b-4m 2c-4p
IT1.10. Apéndice
Actividad 5 (p. 111)
a)—8 YIS 2T s g2
J21 9 J378 J11

e)x+7y+6z=8 6 —x+7y+6z=-2. Son dos planos paralelos al dado.

Material de apoyo actividad 8

03322110 -1 00 1 -2 0 1 0 3
D=0 0 4 4114 4 M={0 10 M=|0 1 O|Ms=|0 1 -2
11111111 0 01 0O 0 1 0 0 1
-1 -2 3 3 0 -8 -7 -1 0 -6 -5
M=/0 1 -2;D|-2 -2 2 2 -1 -1 2 2
0O 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tener cuidado que las escalas han sido modificadas.
3
_____________________________ s| L4
2 S G (g g ]
B¢ PG )
........................... ST .. ., IR IR
........................... 2 R R SR S A e A SO Y ISP
________________ pEf] | | o W
e A o
: 2 !
4 AN 2 1 ; i ] A U AU SR F U SO SO S S A S S
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