NuUmeros Complejos en Forma Polar

9. NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA POLAR

Recordemos que en la Unidad 1 vimos que a un nimero complgo podemos expresarlo en
fooma bindbmica z=a+ bi donde a b son nimeros redes, y que se representa gréficamente
mediante un punto del plano de coordenadas (a, b).
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En la unidad anterior estudiamos las funciones trigonométricas, y ahora aplicaremos esto
para expresar a los numeros complegos en forma polar, 1o que nos poshilitard obtener mayor
informacion respecto de ellos.

Consideremos € numero complgo z = 2 + i. S lo multiplicamos por un nimero red mayor
gque uno s produce una dilatacion (también llamada homotecia) en la direccion de la recta que
contiene a vector asociado d nimero complgo z Por gemplo, S multiplicamos z por 2 podemos
observar dicho efecto comparando |os graficos que aparecen a continuacion.
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Por otro lado, § multiplicamos a z por un nimero rea entre 0 y 1 se produce una contraccion.

Basta, por gemplo, observar [o que ocurre cuando multiplicamos z por % .

y y
=2+

»

0| 2 X o 1 X

¢Qué ocurriras multiplicamos ahoraa z por un nimero imaginario puro? Por gemplo,
z.2i=-2+4i.

Comparando gréficamente los vectores asociados a zy d resultado de z. 2 vemos que este Ultimo
es d resultado de dilatar y luego rotar 90° en sentido antihorario d vector inicid.
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2.2i=-2+4i
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N
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A continuacion veremos como comprobar esto formamente.

Consideremos un numer o complg o

, z=a+bi
MOdllllo de donde a, b son numeros reales. Llamaremos mddulo de :
un numero aladistanciaentree punto (a, b) y e origen 0.
complejo
PE] Al modulo dd numero complgo zlo denotar emos con
Yor'fo.
Observemos que...

podemos hallar el valor deizi
aplicando el Teorema de Pitégorasal
tridngulo que se obtiene apartir dela
representacion del nimero complejoz

Asi,

vt . b) vae= \a? +b? .
phoooof a,
0 a %
Consideremos un nimero complg o
Argumento z=a+bi
de un nimero donde a, b son nimeros reales. Si z es un numerc
. complg o no rulo, denominamos argumento de z al angulo
complejo b J ;

a que forma & semige positivo de las abscisas y la
semirrecta de origen O que pasapor (a,b).
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Observemos que...

podemos hallar el valor del argumento
del nimero complejo zusando lo visto
en launidad anterior de trigonometria.

Asi,
A
/ b
) (a. b) a = arctg —
________ . 2
r I
e
0 a x

El nimero complgio nonulo z=a + b i queda determinado s indicamos su médulo y su argumento.

Denominamos forma polar de un numero complgo a la
Forma polar expresion

de un namero

. z=(r,a)
complejo

donde r esel médulode zy a esunargumentode z

Observemos que...
de acuerdo alo visto en trigonometria, El argumento de un ndimero complgo
_ expresado en forma polar
e =ige ety no es tinico.
=tg(a+2.3609
A
a+ bi
f v\ Esto se debe d hecho que eslo mismo considerar
aX >
\J a,o0 a+360° 6 a+2.360°% O ...
a + 360°
% Ejemplo:
Expresaremos en forma polar |os siguientes nimeros compleos:

a z=1+3i

A

1+3i
3 r=+12+3% = J10

a = arctg % = 71°33 54"

Adi, laformapolarde z = 1+3i es

XV

z = (10 , 71°3354")
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Recordemos que...
los angulos se miden
en sentido
antihorario.
Ya
a
/\q T : T ? ;
& T
|~ :
:
2 T 5. 2i
Observemos que...

las funciones seno y coseno
nos permiten obtener
laformabinémica
de un nimero complejo
conociendo su forma polar.

& Ejemplo:

b) z=-1+i
r= (D2 +12 =2

arctg il = 135°

Q
I

(notar que a estden d segundo cuadrante)

Adi, laformapolarde z = -1+i es

z= (2, 135°)

C) z=5-2i
r= «/52+ (-2 = 29
-2 ) 1
a = arctg = = 338°11' 55

(notar que a estaen € cuarto cuadrante)

Adi, laformapolarde z = 5-2i es

z=(~29 , 338°11'55")

S oonocemos @ modulo y € agumento de un ndmero
complgo podemos cdcular las componentes rea e imaginaria
del nimero, de la Sguiente manera:

yA
(a,b)
b ________ 1
r :
a |
0 a x
a=rcosa , b=rsmna

Expresemos en forma bindmicalos siguientes nimeros complgos.
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1
Ny
v

Por e emplo, a nimero complejo
(2, 1359
lo podemos escribir como
z=2(cos 135° + i sen 135°).

Observemos que...

si efectuamos los célculos en esta
Ultima expresi6n obtenemos

z:-ﬁ+«/§i

a z= (5,30
a = 5c0s30° = 5E
2
1
b=5sn30°=5=
2
Ad, laformabindbmicade z = (5, 30° es
,-5¥3 , 5.
2 2
b) z= (2,135
a = 2cosl135° = - J_ «/_
b = 2sen135° = Jz_ J2

Ad, laformabindmicade z = (2, 135°) es

= -J2 + 2]

Cuando laforma polar de un niumero complgo z es (r, a),
el nUmero z sepuedeescribir como z=r (cosa +isena),
pues
z=a+hi
=rcosa +irsena
=r(cosa +isena)

Por ello, encontraras muchas veces expresiones de la forma
zZ=rcisa ,

que es una forma abreviada de escribir
z=r(cosa +isena).

A esta expresion se la conoce como forma trigonométrica del
numero complgo z

Estamos ahora en condiciones de probar que cuando multiplicamos, d comienzo de esta unidad, €
nimero complgo z= 2 + i por 2, d resultado es un nimero complego cuyo modulo es € doble de
modulo de z (dilatacion) y € vector asociado a éste forma un angulo de 90° con € vector

correspondientea z
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Laforma polar del nimero complgoz=2+1i es
z= (/5 ,26°33 54").
S denotamos con z; d resultado de z. 2i, esdecir, z; = -2 + 4i, laformapolar de z; es
7= (/20 ,116°33 54") = (2 /5 , 116°33 54'").
Comparando laformapolar de z y de zz vemos deinmediato |0 que queriamos probar.

=
/‘f—'( ACTIVIDADES DE APRENDIZAJE

1) Representar los Sguientes nimeros compleos

az=2-3 b) z = -7i C) z=3+4i d z= -3-4i
e z=-2 f)z=-1+i 0 z=4d h)y z=2
2) Expresar en forma polar los siguientes nimeros complegos
az=6i b) z=-5+2i c)z=-4 dz=2-7i
3) Expresar en formabindmicalos siguientes nimeros complejos
a z=(2,45°9 b) z = (1,5, 60°
0 z= (4,220 9 z= 2 300:
ed @

4)  ¢Qué argumento tiene un nUmero red positivo?. ¢Y un nimero rea negativo?
5) Cdcular tres argumentos del nUmero complgo 1+ .

F
= Ayuda 6) ¢Cudes son d mbdulo y d argumento del conjugado de

Es util que recurras a gréfico de un un nimero complejo z no nulo?.
nuimero complejo y su conjugado.

7) ¢Cudessond moduloy € argumento del opuesto de un nlimero complgo z no nulo?.

8) Expresar en formahbindmicay en formapolar d conjugadoy € opuesto de z= (5, 459).
9) ¢Cud esd argumento del nimero complgo 8(«/5 - «/§i) + 5«/5(-1 +1)?

10) Obtener las dos raices complejas de la ecuacion de segundo grado x° - 343 x +9 =0, y
expresarlas en formapolar. ¢Como son entre si? ¢Se puede generdizar € resultado?

11) La suma de dos nimeros complegos conjugados es 8 y la suma de sus modulos es 10. ¢Cudles
30N los nimeros compl g os en cuestion?
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12)Cdcular € inverso de los nimeros complgos siguientes y representar graficamente los
resultados:

a) z=(3, 60 b) = (2, 909) o) (+/2, 1359

13) Sabiendo que z1 = (3, 60°), z» = (2, 159 y z = (6, 30°), cacular az (Nota: Expresar €
Z3
resultado en formapolar y graficar).

Pagina 163



