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‘11.2. NUMEROS COMPLEJOS'

1. INTRODUCCION.

M otivacion. Lano existencia, en el cuerpo delos nimeros reales, de laraiz cuadrada de nimeros
negativos.

2. DEFINICION.

Llamamos nmer o compl&j 0 a un par ordenado de nimeros redes: Z=(@,0), sendoay b
numeros reales. Es, pues, un elemento del conjunto RxR.

Son ndmer os complejos: (2,3), (-4,5), (-6,-7), (1/8.,9), etc.

El conjunto de los nimeros complejos |0 representaremos por C.

3. REPRESENTACION GRAFICA DE LOSNUMEROS COMPLEJOS.

Consideremos unos gjes cartesianos en €l plano.

A cada nimero complejo z=(a,b) le asociamos un vector de
origen €l punto O(0,0) y extremo el punto P(a,b).

Reciprocamente, a cada vector de origen O(0,0) y extremo €l
punto P(a,b) le asociamos el nimero complejo z=(a,b).

Afijo dez esel punto P(a,b)
Al gede absacisas OX selesuelellamar gereal, y a ge de ordenadas OY g eimaginario.
Ejercicios.

1. Supongamos dibujadas en el plano las bisectrices de los cuatro cuadrantes. Si se traza una

circunferenciade centro el origeny radio 3, y se designan por A, B, Cy D los puntos de corte de

lamisma con las bisectrices, ¢cudles son |os nimeros complejos de afijos A, B, Cy D?
Solucién.

4. 1GUALDAD DE NUMEROS COMPLEJOS.

Sean los nUmeros complejos: z=(a,b) y z'=(c,d). Diremos que z=Z7' a=c y b=d.

De (2,a) = (b,6) a=6 y b=2.
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1.

5. OPERACIONES CON NUMEROSCOMPLEJOS.

A. SUMA DE NUMEROSCOMPLEJOS. PROPIEDADES

Consideremos los niUmeros complejos. z=(a,b) y z'=(c,d).

Definimos: Z + Z' = (a,b) + (c,d) = (atc, b+d)
(2.3) + (5,6) = (2+5, 3+6) = (79).

Propiedades.

Asociativa. [(ab) + (c,d)] + (ef) = (ab) + [(c,d) + (ef)]

Conmutativa. (a,b) + (c,d) = (c,d) + (a,b)

Existencia de elemento neutro. (0,0)

Existencia de elemento opuesto. Opuesto de (a,b) = (-a,-b).

Los nameros complejos (a,b) y (-a,-b) son simétricos respecto del origen.

PwONPE

(C, +) esun grupo abeliano.
Ejercicios.
Representa gréficamente la sumay la diferencia de dos nimeros compl gjos..

B. PRODUCTO DE NUMERQOS COMPLEJOS. PROPIEDADES.

Consideremos los niUmeros complejos. z=(a,b) y z'=(c,d).

Definimos: Z Z' = (a,b) (c,d) = (ac-bd, ad+bc)

(2,3) (56) = (25-3 6,2 6+3 5) = (-8,27)

Propiedades.

1. Asociativa [(ab) (cd)] (ef)=(ab) [(cd) (ef)]

2. Conmutativa. (a,b) (c,d) =(cd) (ab)

3. Existenciade elemento neutro. (1,0)

4. Existenciade elemento inverso. Inverso de (a,b) = a__| —b )
a2+ b2 a2+ b2

5. Didtributiva. (a,b) [(c,d)] + (ef)] = (ab) (cd) + (ab) (ef)]

(C-{0}, .) esun grupo abeliano.

(C, +, ) tiene estructura de cuerpo abeliano.
Ejercicios.

Calculad inverso de z=(3,4).
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C. FORMA BINOMICA DE UN NUMERO COMPLEJO.

Los nimeros complejos de la forma (a,0) son nimercs reales:
(a0)=a

(0,1) =i sellamaunidad imaginaria.

L os numeros compl g os de laforma (0,b) son nimerosimagina-
riospuros:. (0,b) = bi

(a,b) = (3,0) + (O,b) =a + bi (FORMA BINOMICA)

apartereal.
b parte imaginaria

D. POTENCIA DE NUMEROS COMPLEJOS,

Calculemos las potencias de la unidad imaginariai.

i° =1 por convenio.
it=i

i2=(0,1)(0,2) = (-1,0) =-1 i=y-1
i®=i2i=(-1,0)(0,1) = (0,-1) =-i
i=i%i2=(-1,00(-1,0) = (1,00 =1

i5=i%i = (1,00(0,1) = (0,1) =i

A partir de agui ya podemos decir que:
(atb)" = ...
(a+hi)? = (a+hi)® =
Ejercicios.
1. Caculalas siguientes potencias:

a) (2+)". b) (1+i)%. ©) (i*+i®®.
Solucién. a) -7+24i. b) C)
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E. CONJUGADO DE UNNUMERO COMPLEJO.

Dado el nimero complejo z=a+bi, se defineel conjugado dez, y seescribe z, al nimero complgo
2=a-bi.
Los ntimeros complejos z=a+bi y z=a-bi son simétricos respecto del eje de abscisas.
Si z=2+3i entonces z=2-3i
Si z=4-5i entonces z=4+5i

Si z=-6+7i entonces z=-6-7i
Si z=-8-9i entonces z=-8+9i

Propiedades

1. z+z,=12 +3z. Esdecir: El conjugado de una suma es la suma de |os conjugados de los
sumandos.

2. 1,3, =1 1, Esdecir: El conjugado de un productoes el producto delos conjugados.
3. 2=z  Esdecir: El conjugado del conjugado dez esz.
Ejercicios.

1. Consideremos el nimero complejo z=-2+3i. Calcula:
a) Su opuesto. b) Su conjugado. ¢) El conjugado de su opuesto. d) El opuesto desu conjugado. ¢Qué
relacion existeentre estos dos Ultimos?
2. Siendo a=5-3i y b=4+8i.
a) Cadcula a, b, atb, a+b, a+b.
b) Compruebaquead =a b.
c) Compruebaquea=ay b=b.

F. COCIENTE DE NUMEROS COMPLEJOS.

3+4i
5+2i

Ejercicios.

1. Cadculalas siguientes operaciones con nimeros compl €jos:
a)  (1+)?: (4+)
b)y (2+): 1+

2. Cadcula€ valor delas siguientes expresiones:
.7_ . _7 . _ . 4
il bt g sz
2i 3+i°6
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G. RAIZ CUADRADA DENUMEROSCOMPLEJOS

ya+ bi=x+yi

Deladefinicion deraiz: (x+yiy¥ =atbi  {x*y®=a, 2xy=b} Las soluciones de este sistema son

|as raices cuadradas de a+bi.

PWONPE

Cacula /3 - 41

Ejercicios.

Calculalas solucionesdelaecuaddn: X>+1=0. .. .. ..., Solucion.
Calculalas solucionesdelaecuaddn: X2+4=0. .. ......c.uu e, Solucién.
Caculalassolucionesdelaecuacion: 2x%-4x+5=0. . ..........ueuurunueon.. Solucion.

Como debe ser e nimero complejo a+bi para que su cuadrado sea:

a) Imaginario puro. b) Un nimero real positivo. ¢) Un nimero rea negativo.

Solucién. a) &-b*=0. b) b=0. c) a=0.

El nimero complejo 3-2i es unaraiz de una ecuacién de segundo grado. ¢Cudl eslaotraraiz? ¢;De
qué ecuacion se trata? Solucion. 3-2i, x>-6x+13.

6. MODULOY ARGUMENTO DE UN NUMERO COMPLEJO.

Un nimero complejo z=(ab)=a+bi queda determinado

también mediante otros dos elementos que definimos a continua-
cion.

M 6dul o del niimero complejo z, esel médulo del vector OP.

Lo representaremos por: m= |OP | = *z*

Argumento del nimero complejo z, esel angulo que el ge

positivo de abscisas forma con la semirrecta de origen O que
contiene al afijo de z. No se define el argumento del nimero
complejo (0,0).

A. FORMASPOLAR Y TRIGONOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEJO.

Delafigura anterior se deduce:

m? =& +b? m=4/a?+b? tag =b =arc'[agE
a a

Estas expresiones permiten calcular e méduloy el argumento de un nimero complejo z conocidas

SuS componentes cartesianas.
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Asi, el nimero complejo z=atbi se puede escribir de la siguiente manera:
z=(m) FORMA POLAR

Si z=1+i m=y/1+1=42, = arctag% =45 72=(y2)e

Siz={3i m=/3+1=2 = arctag_Tl =330°  25(2)u-
3

Conocidos €l modulo y e argumento se obtienen las componentes cartesianas recordando la
definicion de seno y coseno de un angulo.

Ccos =2 a = mcos sen :E b =msen
m m

Asi, el nimero compejo z=(m) se puede escribir de la siguiente manera:

z=m(cos +isen ) FORMA TRIGONOMETRICA
Si7=(2),, 2= 2(cos30°+isen30°) = 2(§+i %) = 3+,
Las Ultimas relaciones nos dan las igualdades siguientes entre las diversas formas de escribir un

numero complejo z:
z = (ab) = athi = (m) = m(cos +isen )

Ejercicios.
1. Expresaenformapolar el nUmerocompleoz=2+2i. ...................... Solucién. (v8) s
2.  Expresaen formabinémicael nimero complgoz=(4)gge- -« o« v e v v vvevvnenn Solucién. 2+2/3i.
3. Escribe en todas sus formas el nimero complejo: z=(3,-3y/3). .. ............. Solucién. (6)s--

B. PROPIEDADESDEL MODULO.

1. *z*=0 z=0

2l *_Z*:*Z*

3. *zrmr g

4. *Z]_ ZZ*:*Z]_* *22*

5l *Z]_+22* *Z]_*+*22*
6.S c R, *cz*=*c* *z*

Ejercicios.
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7. NUMEROS COMPLEJOS IGUALES, CONJUGADOSY OPUESTOS
EN FORMA POLAR.

(m) y (n); son iguales {m=n vy
- =2k } (El mismo médulo. Sus argumentos se

diferencian en un mdltiplo de 2 radianes. Sus &fijos
coinciden)

(m) y (n), son conjugados  {m=ny R=-
+2k } (El mismo moédulo. Sus argumentos son

opuestos. Sus afijos son simétricos respecto del ge de
abscisas)

(m) y (n); son opuestos {m=n vy
B=( + )+2k } (El mismomddulo. Susargumentos se
diferencian radianes. Sus afijos son simétricos respecto del origen de coordenadas)

Dado el numero complejo: (5),s.. Su conjugado €s (5);;5:.0c - SU OPUESLO €S (5),05042¢ -
Dado el nimero complejo: (3),5,.- Su conjugado €s (3),1¢.0¢ - SU OPUESLO €S (3)330042x -

Ejercicios.

1. Si(m) =atbi, demuestraque:
a) El conjugado de (m) esa-bi
b) El opuesto de (m) es-abi

8. OPERACIONESCONNUMEROSCOMPLEJOSEN FORMA POLAR.

No se emplea la forma polar para sumar nimeros complejos por resultar mucho més sencillay
rapida la forma bindmica. Podemos hacer, sin embargo, |a representacion gréfica de la suma de dos
nimeros complejos dados en forma polar. Para hallar el médulo y el argumento de dcha suma se
aplicarén los teoremas del coseno y de |os senos, respectivamente.

Ejercicios.

1. Cdcula (3); + (4)s:- Comprueba el resultado realizendo las operaciones también en forma
binémica

Laforma polar de las nimeros complejos resulta muy comoda para calcular productos, codentes,
potencias, y sobre todo, raices n-ésimas, como veremos a continuacion.
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A. PRODUCTO.
Si x=(m) y z=(n), severificaque Xxz=(mM) (n);=(Mn) .,
Dem: Escribe los dos niUmeros complejos en formatrigonométricay efectia el producto.
Si X=(6)go- ¥ Z=(2),, Severificaque: X z = (6)qpe (2)300 = (12)g0-
Ejercicios.
1. Hallael méduloy e argumento del nimero complejo: z=(1 + /3 1)(1+)(y/3 - i).
Solucién. 442, 75°.
2. Expresaenformapolar el inverso del nUmero complgo: z=(m) .

Solucién. z* = (m™). .

B. COCIENTE.

Si x=(m) y z=(n), severificaque X = (m), = (E)
z (n)g /g

Dem: Escribe los dos nUmeros complejos en formatrigonométricay efectla el cociente.

6)gpe
Si X=(6)g ¥ 2=(2)s, Severificaque: X = e _ (3)s0--

7 (2)5

Ejercicios.

1. Simplificalas siguientes expresiones, reduciéndolasaun Unico nimero complejo que se expresara
en forma bindmica:

RO
(81700
b) (1 +.i) (2);50
(1-1)(2) 450
5(cos25°+ isen25°)
3(cos63°+ isen63°) (cos52°+ isen52°)
Solucion.

2. Siz=cos +isen , ¢cud esel argumento de 1+z? Pon en forma polar este Gltimo n® compleo.
Solucion.
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C. POTENCIA. (FORMULA DE MOIVRE)

Si z=(m) severificaque Z" =[(m) ]"=(m"),

Expresion que escrita en forma trigonométrica: [m(cos +isen )]" = m"(cosn +isenn ) se
denominaFORMULA DE MOIVRE.

Dem: Obvia por la definicion de potencia.
Si z=(2),,- se verificaque: z°=[(2):-]° = (32) 1500
Ejercicios.

1. Cadculaenformapolar las potenciasdei.
Solucidén.

2. Calculalacuarta potencia de z=(4,43).
Solucion. *z*=8, =60° 7=(8)gye. Z'=(4096),,,.=-4096-40964/3 i.

3. Caculalapotenda (-1+i)%.
Solucién. 2*i.

4. Calculalas siguientes potencias:
a) (1-)%. b) (2+i)* c) (1+i)®. d) (-5-5i)°. €) (2i+$)6.
1

Solucién.

! Abraham de Moivre: Matematico francés emigrado a Londres, expreso, por primeravez, en 1707, esta formula.
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D. RAICESN-ESIMAS.

Si z=(m) . Pretendemos calcular 1 (m), = (r)s. Esdecir, hay quecalcularr y 3.

n, [(m), =(; (M) =[(Nd"=(r)™. Igualdad de nimeros complejos que exige que se cumplan
dos condiciones:

1) r"=m r=“¢5

2) nR= +2k R= «*2km
n

paratodok Z

Si bienk puedetomar cualquier valor deZ, sin embargo, las solucionesreal mente distintas son para
k=0,1,2,3,...,n-1, pues los argumentos que se obtienen para k=n,n+1,... difieren de los anteriores en un
nimero entero devueltas completas, con lo que los compl gjos correspondientes son iguales.

Esto prueba que un nimero complejo tiene n raices n-ésimas dadas por laférmula:

V@), = (‘Vﬁ)m (k=0,1,2,...n-1)

n

4\/—16 = 4,/(16)180° = (W)180°+2kn (k=0,1,2,3)

4
Parak=0  (2),. =2 +y2i
Parak=1  (2) = -y2+y21
Parak=2 (2, = -V2-y21
Para k=3 (215 = V2 - Y21 Losfijos de las raices forman un poligono regular de 4 lados.

Ejercicios.

1. Cadculalasraices cibicasde-8.
Solucién.

2. Cdculalasraicescubicasdei.
Solucién. g +il, - \/§ +il, -i.

2 2 2
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9. RAICESN-ESIMASDE LA UNIDAD.

Lasraices n-ésimasde la unidad son las soluciones de la ecuacion: x"-1=0.

X-1=0  x"=1  x=y1  x=,/(Dy. x:(%)00+2kn (k=0,1,2,...,n-1)

n

Calculemos las raices sextas de la unidad:

6 6 6

V1= /(1) = (ﬁ )oo+2kn (k=0,1,2,3,4,5)
6

Para k=0 1), =1

Parak=1 (1) = % . @i
Parak=2 (1), = —% N @ i
Para k=3 (1)1g0-=-1
Parak=4 (1) = -% - @i
Parak=s  (L)y = % - @ i

Ejercicios.
1. Undelasraices cubicasde un cierto nimero compleo es (2),.. Calculalas otrasdosy € nimero

comple o de que se trata.
Solucién.

A. EL GRUPOMULTIPLICATIVO DE LASRAICESN-ESIMAS DE LA UNIDAD.

Larepresentacion graficade cadaunadelasraicesn-ésimasdelaunidad esel vértice de un poligono
regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio 1.

Ejercicios.
1. Demuestraque el conjuntode las n raices n-ésimas de launidad con la operacion de multiplicar es

un grupo abeliano (ciclico).
Solucioén.

10. INTERPRETACIONGEOMETRICA DEL PRODUCTO DENUMEROQOS
COMPLEJOS.
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11. EJERCICIOS.

1. Representalacurvay=x*+16Yy calculatodaslasraicesdelaecuacion x*+16=0. Sacaunaconclusién
en relacién con la gréfica dibujada.
Solucién.

2. Lasraices de un cierto nUmero complejo son los vértices de un pentagono regular inscrito en una

circunferendade radio unidad. Uno de los vértices tiene argumento igud a % . Hallael radicando

y laforma polar de todas |as raices.
Solucioén.

3. Un hexégono regular esta inscrito en una circunferencia de radio 1. Un vértice es (-1,0). Hallala

ecuacion cuyas raices tienen por afijos |os vértices de este hexagono.
Solucion.

4. Los &fijos de las raices de una ecuad 6n de segundo grado son los puntos (1,0) y (2,1). Buscala
ecuacion detercer grado cuyasraicestengan estos afijosy el correspondiente al tercer vérticedeun
triangulo equil&tero cuyos otros dos sean los puntos dados sabiendo que este tridngulo estd en el

primer cuadrante.
Solucién.

5. Pruebaque si las raices de una ecuacion son los vértices de un paralelogramo cuyo centro es €l

origen de coordenadas, |a ecuacion es bicuadrada.
Solucion.

6. Calculael modulo, € argumentoy el cociente de |as raices de la ecuacion: x?-1/12x+4=0. Calcula

también el séptimo término del desarrollo delapotenciaduodécimade laraiz quetiene por afijo un

punto del primer cuadrante.
Solucién.
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