TRIGONOMETRIA

(Este apunte esta basado en el capitulo 6 de Pudm&e Stewart , Redlin y Watson de
Editorial Thomson , libro del cual se recomienddestura )

La Trigonometria es la rama de la Mateméatica quedéslas relaciones entre Izglosy
angulosde untriangulo. Su nombre deriva del griegimigonon = triangulo ymetron= medida).
En la definicion anterior hemos usado algunas pasatpue definen elementos geométricos
(dngulo , lado , triangulo). En lo que sigue y@miledida que sea necesario definiremos con
mayor detalle algunas de las propiedades de lanasis

ANGULO

Un angulo es la porcidén de plano limitada por dasigrectas con origen en un mismo punto.
Podemos interpretar a un angulo como la rotaciomndede las semirrectas a la que
denominamos lado iniciaR{) hacia la otra que llamamos lado finab), Al origen comun se

le denominavértice del angulo.

Por convencion se determina que si el giro sezaaln sentido contrario a las agujas del reloj el
angulo se considera positivo mientras que los @angedjativos corresponden a un giro realizado
en el mismo sentido horario.(fig. 1)
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Un angulo puede estar situado en cualquier palela®o pero, a veces nos sera util trasladarlo
a un sistema cartesiano de coordenadas de modsl yédice del angulo caiga sobre el origen

de coordenadas y el lado inicial sobre el eje pmstde abscisas , a la cual suele denominarse

posicion estandar.(fig. 2)
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Figura 2



La medida de un angulo es saber “cuanto” debe Rirbasta alcanzarRy,. Para decirlo en una
forma coloquial : medimos la “abertura” del angitodemos utilizar diferentes unidades de
medida.

GRADOS SEXAGESIMALES

Cuando se mide un angulo en grados sexagesinms®@asstablece que un giro completo se
corresponde con una medida de 360° . En conseeueediio giro mide (Angulo llano) 180°y
un cuarto de giro (angulo recto) 90°.

En este sistema de medida se define el minuto seixagl que equivale a 1/60 de grado y el
segundo sexagesimal que equivale a 1/60 de minut86®0 de grado.

Sintetizando:

1°=60=3600" ,1'=60"

Cuando medimos un angulo con un transportadanjsgho cuenta con una escala graduada en
grados y minutos sexagesimales.

RADIAN

Podemos: trazar un éngulo de tal forma Arco subtendido
gue su vertice coincida con el centro de .

una circunferencia. por el angulo

La interseccion del angulo con la

circunferencia determina un segmento de

arco , que se llama arco subtendido por el

angulo (fig. 3) Figura 3

Se define coma Radian la medida del angulo cuyo arco subtendido ed mylealongitud

del radio de la circunferencia.

En la practica es comun trazar una circunfereneigadio unitario (de acuerdo a la unidad
de medida de longitud que se esté usando) y el@adgul Radian subtendera un arco cuya
longitud tiene valor 1.

Como la longitud de la circunferencia (con radidtanio) es Z , entonces el angulo de un
giro mide z radianes , el de medio gitoradianes y el angulo recto medw radianes.
¢,Cual es la relaciéon entre la medida de un angutagianes y en grados sexagesimales?
Sabemos que para el angulo de un giro la medidpagios es 360° y en radianes gs 2
Luego 1 radian = 360° 2= 57,29578° , que equivale a 57°17°44.8™

Inversamente 1° =ni2360= 0,01745 rad.

ANGULOS COMPLEMENTARIOS , SUPLEMENTARIOS Y ADYACEN TES

Dos angulost y p soncomplementarioscuando su suma+ 3 es igual a 90°%/2 rad)
Dos angulost y p sonsuplementarioscuando su suma+ 3 es igual a 180°( rad)

Dos angulost y p sonadyacentescuando son consecutivos (tienen un lado en comun)
sus lados no comunes son semirrectas opuestasangofos adyacentes son
suplementarios (fig. 4).
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Figura 4

CLASIFICACION DE ANGULOS

Agudo : menor que un angulo rectRecta angulo de 90°

Obtuso : mayor que un angulo recto y menor que un ankprio

ANGULOS COTERMINALES

Dos angulos para los cuales sus lados
coinciden se llaman coterminales y
difieren en su valor en un multiplo entero
de 360° o0 de2 La figura siguiente
muestra dos angulos coterminales .

CUADRANTES

o

Llano : &ngulo de 180°

En la figura siguiente se identifican los diferenteiadrantes que se forman tomando las
diferentes combinaciones de abscisas y ordenadas/plores (expresados en grados
sexagesimales y en radianes) de loa angulos quamal limite entre un cuadrante y el

sucesivo.
Valor de la abscisa Valor de la ordenada
Primer cuadrante |Positivo Positivo
Segundo cuadrante| Negativo Positivo
Tercer cuadrante | Negativo Negativo
Cuarto cuadrante | Positivo Negativo




ANP=7x/2

Segundo
cuadrante

y (ordenadas)

Primer
cuadrante

=0

18C°=r

Tercer
cuadrante

X (abscisas)

360P=2r
Cuarto
cuadrante

210°=3r7/2

LONGITUD DE UN ARCO CIRCULAR
Sea un arco subtendido por un angulo
cuya medida en radianes@g el radio
de la circunferenciar (fig. 5). Podemos
determinar cual es la longitud de dicho
arco.

El 4ngulo subtiende una fracciér2r de
la longitud total de la circunferencia.
Luego

s:i.2ﬂr =0r
27

Figura 5

Lo que nos indica que la longitud del arco subtdadis igual al producto del radio de la
circunferencia por la medida del angulo (expresadeadianes).

AREA DE UN SECTOR CIRCULAR
Procediendo analogamente a la seccién
anterior podemos calcular el area de un
sector circular subtendido por un &ngulo
gue mided radianes en un circulo de
radio r.(fig. 6)
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Figura 6



EJERCICIOS
1) Determine la medida en radianes de los sigusedrtgulos

1) 40° 2) 330° 3) 72° 4) -30° 5) 765° 6) —1457°
2) Determine la medida en grados sexagesimalessdgduientes angulos
1) 3n/4 2) -2 3) 51/6 4) 2 51,5 6)r/12

3) En las siguientes figuras determine el valorafieinento faltante (longitud de arco ,
angulo o radio de la circunferencia)

8
S
10
t

4) Un sector circular tiene un angulo central d@ B@termine el &rea del sector si el radio
mide 12 cm.

5) El &rea de un sector circular con &ngulo cedea? radianes es de 16 nDetermine el
radio del circulo.

6) El area de un sector circular es de 19,365.@nel radio del circulo es 10 cm , halle el
valor del &ngulo central en grados sexagesimales.

7) El area de un circulo es de 78,54 cBetermine el area de un sector circular
perteneciente a dicho circulo cuyo angulo centidar80°.

RESUMEN DE PROPIEDADES DE TRIANGULOS
Antes de avanzar con los conceptos de trigondangtiaremos una pequefa sintesis
acerca de los triangulos

ELEMENTOS DE UN TRIANGULO

mx=
- >

Wertices: & B, C

= a
Lados: AE, BC,CA AE opuesto ©

- a
BC opuesto A
- a
C& opuesto B




CLASIFICACION

SEGUN SUS LADOS SEGUN SUS ANGULOS

Equilatero : tres lados iguales Acutangulo: les ingulos interiores agudos
Isdsceles : al menos dos lados iguales Rectanguléngulo interior recto

Escaleno : los tres lados diferentes Obtusangul@ngulo interior obtuso

PROPIEDADES
1) La suma de los angulos interiores de un triangales igual a 18Q°

B
i i
fa3 B B fa3
a8 C i o C A
i a8 a8
A+B+C = 1580°
2) Un angulo exterior es igual a la suma B
de los dos angulos interiores no >
adyacentes A 4 B
o A C C

M a8
E+C =0

3) En todo tridngulo a mayor lado se opone mayor &ulo y viceversa.

4) A lados iguales se oponen angulos iguales y wieesa.

5) En todo tridngulo un lado es menor que la sumaedlos otros dos y mayor que la
diferencia de los mismos.

CRITERIOS DE IGUALDAD DE TRIANGULOS

Es obvio que dos triangulos que tienen todos sreahtos iguales son necesariamente
iguales. Pero es posible establecer la igualdaé dos triangulos observando la igualdad
entre algunos de sus elementos. A continuaciéefs&an los criterios para que dos
triAngulos sean iguales.

a
B — —
a8 — T=1
o 4 A C AB = AB
. . . ., CA = C'p
Primer criterio: Dos triangulos que Er A A
tienen dos lados y el &ngulo > A=A
comprendido respectivamente iguales, { B
son iguales. AALA S AN

Segundo criterio: Dos tridngulos que
tienen un lado y los dos angulos



contiguos a él respectivamente iguales,

son iguales.
E
a8
B —
I3 — 1l
A 2 Chnc | “h=5"
B o= A
Fas Fas
C=c
Tercer criterio: Dos tridngulos que Cuarto criterio: Dos triangulos que
tienen sus tres lados respectivamente tienen dos lados y el angulo opuesto al
iguales, son iguales. lado mayor respectivamente iguales,
B son iguales.
Ry B
M
n B A A = M A
A A Cime | — < B = _ =
' BC = BC FaY e | 0T CF
Ch o= A cA = A
o E' A A
& E =B
A ~ "
FAVAYS T OB
FAVAYS C

En el caso que los triangulos sean rectdngulosyah elemento igual , por lo tanto en
dicho caso los criterios son los siguientes:

Criterios de igualdad de triAnqulos rectanqulos

Primer criterio: Dos triangulos Segundo criterio: Dos triAngulos
rectangulos que tienen sus catetos rectadngulos que tienen un angulo
respectivamente iguales, son iguales. agudo y un cateto respectivamente
5 - iguales, son iguales.
M Fas '
5 B B B
Fas Fas
B B!

I

ey A s
abs  Che alt e

o A S o
abfA  Cave abf Efe
AR = ME'
FE - O Ch = A
A e
C=cC




Cuarto criterio: Dos triangulos
rectadngulos que tienen un angulo
agudo y la hipotenusa respectivamente
iguales, son iguales.

E B'
Fas Fas
Tercer criterio: Dos triangulos que B B
tienen un cateto y la hipotenusa
. . . i Fat a M
respectivamente iguales, son iguales. abA  Chec apd Che
E B S —
A A BEC = B'C'
Ea fa
E E S
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TEOREMA DE PITAGORAS
En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la teiposa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos.

h? =a®+b?

h:+x/ﬁb2
b a=+/n—b?
b=+/h?-a?

CRITERIOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS

¢ Qué significa que dos figuras geométricas searjaatas?

En el lenguaje cotidiano usamos la palabra “senejaon el significado de “similar ,
parecido , igual , etc”. aplicados a objetos o peas.

En Matematica el concepto de semejanza esta liglactmcepto deroporcionalidad.
Recordemos algunas definiciones

Razdn es el cociente entre magnitudes a y b que puselemimeros , distancias , peso,
etc.

a

b
L : a_ c
Proporcion : es la igualdad de dos razone% ::a



En toda proporcién se cumple que el producto déélmsinos medios es igual al producto
de los extremos , b.c = a.d

Definiremos comdados homologosie dos figuras a los lados de ambas que unen gares
vértices de angulos respectivamente iguales.

Se establece que dos figuras son semejantes si:

a) sus angulos respectivos son iguales

b) sus lados homdlogos son proporcionales

CRITERIO ANGULO-ANGULO triangulos sean semejantes que posean
Si dos triangulos tienen las medidas de dos angulos correspondientes iguales.
sus angulos correspondientes iguales ,
entonces son semejantes. Pero como la
suma de los angulos interiores de un

triangulo es igual a 180°, si tienen dos
angulos interiores respectivamente
iguales , los terceros angulos
correspondientes también lo seran , en

consecuencia , bastara para que los

>

CRITERIO LADO - ANGULO -
LADO

Dos triangulos son semejantes si tienen
dos lados homélogos proporcionales y el
angulo comprendido entre los mismos
igual.

CRITERIO LADO — LADO — LADO

Dos triangulos son semejantes si tienen
todos sus lados homoélogos
proporcionales.

TRIGONOMETRIA DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS

Sea el triangulo rectangulo de la figura c
Podemos definir algunas razones entre los
lados del mismo segun su relacién con el

anguloo .
Por ejemplo :
A B
cateto opuesto cateto adyacente camiesto
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente



¢ Tiene algun sentido plantearse estas razoneslenteslos del triAngulo?
Observemos la figura siguiente:
C

E

A D B
Los triangulos ABC y ADE son ambos rectanguloseyéin ademas otro angulo igual (en
este cas® ). También el tercer angulo sera igual ¢por qué?
De acuerdo con uno de los criterios de semejanpeesados anteriormente estos dos
triangulos resultan semejantes y por consiguientalenv las proporciones

BC DE AB AD BC DE

AC AE AC AE AB AD

Por consiguiente no interesan las longitudes sléaldos de los triangulos rectangulos que
podamos construir manteniendo constante (en mabypipwsicion) el angulé. Las
razones construidas tendran siempre el mismo yalependeran solamente del angulo
en cuestion.
Eso nos permite definir las llamadas razonesnogoétricas de un angulo agudo de un
triangulo rectangulo.

cateto opuesto cateto eeyte cateto opuesto

Senof = ---------meoe-oe- , COSeNOd = ---------m-m-mm-moe- , tangente@ = -----------mommo-
hipotenusa hipotenusa cateto adyacente

y también las razones inversas

hipotenusa ipdtenusa cateto adyacente

cosecant® = ----------------- ,secantef = ------------m-momo- , cotangentef = ------------------
cateto opuesto ateto adyacente etabpuesto

ALGUNOS TRIANGULOS ESPECIALES
Analicemos los triangulos de las figuras siguientes

450 l 300

45° 60°
1 2
El primero se forma trazando la diagonal en un rada de lado 1. Se forman dos

triangulos rectangulos cuyos catetos miden 1 vy ipoténusa mide\/z(g,por qué?).
Ademas los angulos agudos miden 45° (¢,por qué ?)

1C



El segundo se forma trazando la bisectriz (¢ quse®) del angulo opuesto a la base en un
triangulo equilatero cuyos lados miden 2. Se formsindos triangulos rectangulos cuyos
angulos agudos miden 60° y 30° , su hipotenusa giden cateto mide 1 y el otro mide

J3 .(explicar porque).

Para estos angulos de 30°, 45°y 60° es facdrislk razones trigonométricas

0en 6 en seno® |cosend® |tangented |cosecant® |secanted | cotangent®
grados |radianes |sen@ cos tan 0 csco seco coto
0 [Twe [ 1 [ 3 | A3 2z | B
2 2 3 3
45° /4 J2 J2 1 J2 J2 1
2 2
60° /3 J3 1 J3 2.3 2 V3
2 2 3 3

Podemos analizar lo que ocurre mientras vamos azmpdo la hipotenusa del triangulo
rectangulo sobre el que definimos las razonesrtdgeétricas , desde los valores menores a
los valores mayores del angulo.

En la figura siguiente la circunferencia tiene oadnidad (1). Mientras que el radio va
pasando por las posiciones 1, 2, 3,4 y 5 ngub va aumentado su abertura. El seno
esta representado por el cociente entre la longélidateto opuesto (valor de la ordenada)
sobre la hipotenusa (que vale 1).

De esta manera la longitud del cateto opuesto rvek la ordenada) representa
directamente el valor del seno del angulo.

Razonando de igual forma llegamos a la conclusignlg longitud del cateto adyacente al
angulo (valor de la abscisa) representa el valbrcdseno del angulo. Asi vemos que
mientras el angulo va aumentando su valor , el semareciendo y el coseno va
disminuyendo. Consecuentemente la tangente va dantmsu valor.

Y (ordenadas)

X (abscisas)

Para completar los valores de las razones trigotrarag en los angulos del primer
cuadrante , debemos encontrar los valores paenigsios de 0°y de 90°.

11



De la figura siguiente vemos que en el angulo d®@8%ncontramos en un caso limite en el
cual la hipotenusa coincide con el cateto adyacg@mios sobre el eje de las abscisas)
mientras que el cateto opuesto al &ngulo tiene daealila. En consecuencia el coseno 0°
toma el valor 1 y el seno 0° toma el valor O ,Ipdanto la tangente 0° vale 0.

Pasando al angulo de 90° nos encontramos conagolienite en el cual el cateto opuesto
y la hipotenusa coinciden , mientas que el catdy@@ente toma el valor nulo. Luego el
seno 90° toma el valor 1 y el coseno 90° tomalelr\. La tangente 90° no esta definida
porgue no es posible dividir por 0.

Y (ordenadas)

90°

00

X (abscisas)

Si completamos la tabla para estos valores , gesult

0 en 0en senoo cosen® |tangented | cosecant6 | secanted |cotangent®
grados |radianes |sen® coso tan 0 csco sec coto
0° 0 0 1 0 no esta 1 no esta
definida definida
90° /2 1 0 no esta 1 no esta 0
definida definida

RELACION PITAGORICA
De la figura siguiente y de la aplicacion del teoaade Pitagoras , resulta

2 2 2 2 2
ser120+cos?0:—+a—:b +a’_h”_ 1
h h?  h? h? h?

En consecuencia
sen’d =1-cos @

cos 0 =

1- sen®d

sen @ = +J1-cos o
cos 0 =+ 1 sen®d

A patrtir de las relaciones anteriores es posibt®etrar las siguientes:

12



sen’0 1-cosO 1

tg’0 = = = -1 tg?0 = =
g cos 0 codé co%9 g cogd 1-sen’d
1-sen’d 1 1
cos 0 g en’d sen’d tg%0
cos = 21 1 _ 1 . 1+tg%0
1 2
cosf =+ 2 _ tgé@
tg°0+1 e 1+tg®0
2
send =+ '9 ‘92
1+tg°@
EJERCICIOS

1) Conociendo el valor de todas las razones trig@tocas a partir de la razén
trigonométrica dada (suponemos que el an§ude agudo)

a)se® =3/5 b)coB8=2/7 c)tg =32 d)cob=1 e)sed=7 f)cs6=13/12
¢,Puede hallar el valor del angulo en cada caso?

2) Evalle las siguientes expresiones
a) sen 30°.cos 60° + sen 60° . cos 30° b) (tg 49%0°)/tg 30°
c) sen 45° . tg 90° + cos 45° . tg 0° dy¥¢ef6) + co$ (n/6)

3) Exprese a x e y en funcién de las razones tagatricas del angulé

28 y

X 4

FORMULAS DEL SENO Y EL COSENO DE LA SUMA DE ANGULOS

En ciertos ejercicios es necesario trabajar ceumaa de dos angulos y sus razones
trigonométricas (en especial con el seno y el cos&amos a desarrollar las formulas de
los mismos.

Analicemos la figura siguiente. En ella se hanadazdos angulos adyacentesayb ,
conformados por dos semirrectas que tienen elmegeA. Sobre la semirrecta que es el
limite superior de b , trazamos desde un puntodpempendicular hasta que intersecte a la
otra semirrecta que comparte con el &ngulo a uAt@de intersecciéon lo denominamos D.
Desde D trazamos una perpendicular hasta la atréireeta que sirve de origen al angulo a
y el punto de interseccion lo denominamos E. D&ttazamos una perpendicular a la
primer semirrecta y el punto de interseccion loafeimamos B. Y finalmente desde D
trazamos una paralela a la primer semirrecta logstantersecte a la perpendicular anterior
en el punto M. Quedan asi determinados tres triésgactangulos: el AED , el ADC y el
DMC , (donde hemos sefialado como vértice intermeldime corresponde al angulo
recto).

13
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|
|
|
|
|
|
|
1
A B E

Ahora , como CD es perpendicular a AD y CB es padprilar a AE resulta que los
triangulos AED y CMD son semejantes (tienen un &ngecto en comun y al tener dos
lados perpendiculares el angulo comprendido eagrenismos también es igual).

Luego podemos , utilizando las definiciones dedasnes trigopnométricas establecer que:

BC DE MD CD
seno (at+b)= ------- , senoa = -------=-——,senob = --------
AC AD CD AC
Y
AB AE CM AD
coseno (at+b)= ------- , COSeN0 @ = --------=F----m- ,cosenob =--—-----—-
AC AD CD AC
Ahora,
BC BM+MC BM MC DE MC
seno(a+b) =

AC  AC AC AC AC AC
Pero del andlisis de la figura resulta que BM =DED=seno(a) y MC = CD.coseno (a) ,

luego

AD CD
seno(a+b) =—— .seno(a) + —— .coseno
(a+b) AC (a) AC e)

y teniendo en cuenta que

14



AD = coseno(b)
AC

cb = seno(b)
AC

resulta
seno(a+b) = seno (a).coseno (b)+seno(b).coseno(a)

Realizando un analisis similar para el coseno(aed)lta:

coseno @+b )= AB _ AE-BE
AC AC
Pero AE = AD coseno (a) y BE = MD = CD seno (2@ ddnde resulta que

AD.coseno @ - CD seno @ ):
AC

coseno(a+b) ==

AD CD
coseno @ )———seno @ )— =
e)AC e)AC

coseno@).coeno ty }seno & yeno If )

Luego
coseno(a+b) = coseno(a).coseno(b) — seno(a). seno(b

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

A partir del conocimiento de las propiedades ddddss de un tridngulo rectangulo y de

las razones trigpnométricas , estamos en condisidaéresolver” tridngulos rectangulos ,
es decir, determinar el valor de todos sus elensempartir de algunos datos conocidos.

Para ello utilizaremos las siguientes férmulas

b =h.sen(9) h? = a?+b?

=h.

a=h.cosg) h=-+Ja?+b? ser12¢9+co§t9:b—2+a—2=ﬁ=h—2:]
0+a =90 h* h*> h* h?

2 2
b= h.cosg ) a=+vh'-b
a=h.sen(x) b=+/h?-a?

y en algunas ocasiones deberemos utilizar las fésmmversas (no confundir con las
razones inversas (cosecante , secante y cotangente)

Por ejemplo , en alguna oportunidad sera necesariocer el angulo para el cual el seno
vale 0.8., o sea determinar el valor del angub@ra el cual sero= 0.8

Para ello podemos utilizar calculadoras y de acuaftdeclado que posean presionar las
teclag SINj, o/INV|[SIN, of ARCSIN . En el caso en cuestion @aos escribir 0.8 y luego

15



cualquier combinacion de las anteriores y el radoltserd (si la calculadora esta
programada para dar el resultado en grados serages) 53,13°, lo que equivale a 53° 7
487 .

Si la calculadora esta programada para dar elteskuen radianes , el mismo sera 0.972.
De la misma forma se procedera con el coseno wrigehte , siendo sus respectivas
formulas inversas COS o[INV|COS$, @ ARCCOS|y TAN, o[INV[TAN| 0|ARCTAN

Para resolver algunos de los problemas que seeplarda continuacion , definiremos
algunos términos que utilizaremos en ellos.

Si un observador esta viendo un objeto , entorecéada que une su 0jo con el objeto se
llamalinea de vision.

Si el objeto que se estd observando esta por atélda horizontal , entonces el angulo
formado entre la linea de vision y la horizontallamaangulo de elevacionEn el caso
contrario (objeto por debajo de la horizontal)rddlo se llamangulo de depresion

Objeto Observador Horizontal

Linea de vision Linea de visién

1 Angulo de elevacién Angulo de depresion
———————————— Linea de vision
Horizontal
Observador Objeto Observador orzon& Objeto
EJEMPLOS
1) Un arbol proyecta una sombra de 32 Sol

metros de largo y el angulo de elevacién
al Sol es de 35°. Determine la altura del

arbol.

arbol
Si la altura del arbol es h , entonces h / 32 350
metros. = tangente 35° = 0,700 |
Luego h = 32 metros x 0,700 = 22,40 « »
metros. 32 metros

2) Una escalera de 12 metros de largo
esta apoyada contra una pared. Si la base
de la escalera esta a 1,82 metros de la
base de la pared. ¢.cual es el &ngulo
formado entre la escalera y la pared?

En este caso la escalera es la hipotenusa
del triangulo rectangulo y la separacion

en la base es el cateto opuesto al angulo
gue queremos calcular.

Luego 1,82 /12 =0,15666 = seho
Entonces el valor dé seré sift (0) y da

por resultado 9,01°=9°6"
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Como habra podido observar para resolver este tipale problemas es convenient
realizar un diagrama que los represente. De esa mara podemos visualizar
claramente todos los elementos , la relacién entles mismos y elaborar un método de
resolucién. Le recomendamos hacer lo mismo con legercicios siguientes.

[1%)

)4

EJERCICIOS
1)EI piloto de un avion que esté volando a unaaltie 10,67 km tiene a la vista un puente
sobre un rio. El angulo de depresion respectounto ubicado exactamente debajo del
puente es de 22°. Determine:
a) la distancia del aeroplano a la base del puente
b) la distancia del punto ubicado en la tierra &e@ente debajo del avion y la base del
puente

2) Se dirige un rayo laser hacia el centro de laaLupero el mismo se desvia 0,5° en su
trayectoria. ¢ Cuanto se ha desviado de su objsits® sabe que la distancia Tierra-Luna es
aproximadamente de 384.400 km?.El radio de la lasreproximadamente 1737 km ¢.el
rayo impactara sobre la Luna? (suponga como ayelfuese dirigido desde el centro de la
Tierra hacia el centro de la Luna)

3) Un cable de acero que actia como sostén esttd sliextremo superior de una torre
metalica. Si la longitud del cable es de 183 m3ngjulo que forma con el suelo es de 60°,
calcule la altura de la torre.

4) Una escalera de 6 metros de longitud esta apayaatra un edificio. Si la base de la
escalera se encuentra separada 1,8 m de la basdifted. Determine el valor de todos los
angulos internos del triangulo que determinan talesa , el edificio y el suelo.

5) Un arbol de 29 m de alto proyecta una sombi26&da. ¢ Cual es el &ngulo de elevacion
al Sol?

6) En el siguiente grafico , determine la
altura de la torre de agua.

17



48°

200

50 metros
7) Para poder calcular desde una llanura directo)(el diagrama es obsequio de la
la altura de una montafia se realizan dos cétedra)
mediciones del angulo de elevacién del
pico de la misma. Ambas mediciones se
toman sobre un camino lineal que se
dirige en forma recta a la base de la
montafia. La primer medicion da un
resultado de 32°. La segunda se realiza a
310 m mas cerca de la montafia y da un

resultado de 35°. ¢ Puede estimar la altura —
~ e 310 metros
de la montaia? (no es un célculo

8) En el cuarto creciente la Luna, el Sol y larfeidorman entre si un triangulo rectangulo
Con los datos de la figura y sabiendo que la diséahierra — Luna es aproximadamente
384.400 km , hallar la distancia Tierra — Sol.

Luna

Tierra

9) En los siguientes graficos determinar el vam®xd
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10) Expresar las longitudes de a, b, c y d diglaa en términos de las razones
trigonométricas del angukd
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS

Ubiquemos un triangulo rectangulo en posicion eddérel punto P de coordenadas (x,y)
representa el extremo del lado final del angulden principio ubicaremos a dicho punto P
en el primer cuadrante , por lo cual el angubkera un angulo agudo.

y (ordenadas)

P (xy)

|
L 2

(0] X (abscisas)

Como x e y son respectivamente los catetos adyagespiuesto al anguld, y r es la
hipotenusa , podemos definir las razones trigonooasten funcion del cociente dex ,

y.

De esta manera podemos definir las razones trigétraras para cualquier tipo de angulos.
Si P(x,y) puede situarse en cualquier punto deqouid cuadrante , definiremos las

siguientegunciones trigonométricas , {eniendo en cuenta que= /x> + y*):

send = ,cos@:% 190:¥ &= 0)

cscl =

< |- -l

= 0),se¢9=1X X% 0),ccg0:§ W= (

Como al pasar por los diferentes cuadrantes, lsssds y las ordenadas van cambiando su
signo , asi también lo haran las funciones trigo#toicas que dependen de ellas. Hay que
tener en cuenta que el valor de r es siempre positi

Funcion Primer Segundo Tercer Cuarto
cuadrante |cuadrante |cuadrante |cuadrante
Seno Positivo Positivo Negativo Negativo
Coseno Positivo Negativo Negativo Positivo
Tangente |Positiva Negativa Positiva Negativa
Cosecante | Positiva Positiva Negativa Negativa
Secante Positiva Negativa Negativa Positiva
Cotangente Positiva Negativa Positiva Negativa

¢,Como podemos determinar el valor de la funciggotromeétrica para cualquier angulo?
Vamos a definir un angulo auxiliar , lamado angddoreferencia , con el cual podremos
calcular lo expuesto en la pregunta anterior.
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Seaf un angulo en posicion estandar , se llama angul@ deferencia¢ asociado cor
al angulo agudo formado por el lado final dé@ y el eje de las x (abscisas)

y y y y

A \

1
%

Para determinar el valor de la funcion trigononeétde cualquier &nguBbprocederemos
de la siguiente manera:
1. encontramos el angulo de referencésociado &
2. determinamos el signo de la funcion trigonoroatded
3. el valor de la funcion trigopnométrica élaera igual al de la funcion trigonométrica
de¢ (salvo un cambio de signo).

EJEMPLOS
Determinar a) seno 265°, b) coseno 155°, c) taed#l5°

a) El angulo de 265° esta ubicado en el tercerrangal, luego el angulo de referencia que
le corresponde es la diferencia entre 265°y 183ta 85°. El seno 85° =0.996 . Como en
el tercer cuadrante el seno toma valor negativo 86%° = -0.996

b) El &ngulo de 155° esté ubicado en el segunddrante. Su angulo de referencia sera
180° -155° = 25°. El coseno 25°= 0.906. Como seglndo cuadrante el coseno toma
valor negativo coseno 155° = -0.906.

c) El &ngulo de 315° esta ubicado en el cuartoreméel, luego el angulo de referencia sera
360° - 315° =450 Latangente 45° = 1. Como lgdate es negativa en el cuarto cuadrante
el resultado sera tangente 315° = -1.

Si el angulo del cual deseamos calcular una déusggnes trigonométricas supera los
360°, se le debera restar 360° (las veces quertoita) hasta obtener el &ngulo coterminal
del dado , que esté comprendido dentro de un amgulm giro.

Ejemplo: si queremos calcular seno 1105°, a egjeld podremos restarle 3 veces 360°, 0
sea 1080°y el angulo sobre el que realizaremo&l@llo de la funcién seno sera el de
1105°-1080° = 25°. Luego seno 1105° = seno PA23

AREA DE UN TRIANGULO

Vamos a utilizar los elementos trabajados hastagaa definir el area de un triangulo en
funcién de un angulo y dos de sus lados.

Recordemos que el area de un tridngulo esta dada fismula ¥ .(base).(altura)

Ahora analicemos los casos en que conocemos das dead triAngulo a y b y el angudo
comprendido entre ellos. Pueden ocurrir dos casb®s agudo , ii) no es agudo.

El primer caso esta representado en el primemulande la figura siguiente.
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Podemos considerar al lado a como la base degtridry h su altura. Luego el area seria
Y% .a. h =% .a.b.seio(dado que la altura es perpendicular a la basseydla hipotenusa
del tridngulo rectangulo y h el cateto opuesto)a

El segundo caso se muestra en el otro tridngula figura. Los lados a y b estan
determinando un anguibque es obtuso. Nuevamente el area del triangudo’sea.h.

En este caso h/b es igual al seno (1&)° donde 180°86 es el &ngulo de referencia @le
(es suponer qu@ esta en el segundo cuadrante. En consecuenciaemmdioho cuadrante
el seno es positivo , resulta que seno (1802 send. Y de esta forma el area del
triangulo vuelve a ser expresada como %2 .a.b.8eno

a

EJERCICIOS

1) Halle el valor de las siguientes funciones migmétricas

i)seno 150°, ii) coseno 570°, iii) cotangente®1Q) tangente 330°, v) seno (-60°) , vi)
secante (-60°) , vii) secante/3 , viii) coseno % , ix) cotangente f/4) , X) seno 114/6

2) Determine el valor de todas las funciones trigoétricas a partir de la informacion
siguiente:

a) send= 3/5 yb pertenece al C) cotangent® =Ysysend <0
segundo cuadrante d) tangent® = -3/4 y cosen® > 0.

b) cosen® =-7/12 y0 pertenece al
tercer cuadrante

3) Determine el area de los siguientes triangulos

4) Halle la superficie rayada
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LEY DE LOS SENOS
Sea el siguiente triangulo. En él se cumple laisige propiedad

senA senB - senC
a b C

C

A c B
Demostracion

Sea el mismo triangulo en el que consideramosial¢éacomo base. Tracemos la altura h. Esta
cumplird que h/a =sen B, porlo tanto h = a .Ben

Elareaser& .c.h=%.c.a.senB

A B

Conh/a=senB O si vamos variando el lado que tomamos como belseajculo
del &rea nos dara :

¥%.a.b.senoC=%.b.c.senA=%.asenB
Si a la expresion anterior la multiplicamos gda.b.c) , resulta la propiedad buscada.

APLICACION

Un satélite pasa directamente por dos estacionezstteo Ay B separadas entre si 547 km. Si
en el mismo momento desde ambas estaciones midegelo de elevacion del satélite y
dichas mediciones resultan ser 75°y 60° respauntnte. ¢ Cual es la distancia del satélite a
cada estacion?. Cudl es la distancia del satdlits@perficie terrestre?

Realizamos un diagrama en el cual el satélite oelpanto C
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75°
60°

A B

547 km El angulo correspondiente al vértice C resultal86P -
(75°+60°) = 45°,
Aplicando la ley de los senos resulta que:
sen 60°/ AC = sen 45°/547 km , de donde surgeAqii= sen 60°. 547 km /sen 45°
AC =0,866 .547 km /0,707 = 670, 02 km.
De igual forma
sen 75%BC = sen 45°/ 547 kirBC = sen 75° . 547 km / sen 45° = 0,966 . 547 Q@7 =
747,38 km
Si deseamos conocer la altura del satélite solmeparficie terrestre , debemos calcular la
distancia CM. Si tomamos el triangulo rectangulo@IAC es la hipotenusa y CM/ AC= sen
75°=0,966.
Luego CM = 0,966 . AC = 0,966 . 670,02 km = 64 7k&4

RESOLUCION DE UN TRIANGULO

Resolver un triangulo significa encontrar , a paléi ciertos datos , los valores de todos los
angulos y lados del mismo.

En general un triAngulo queda determinado si camosea tres de sus partes (angulos y lados).
La Unica imposibilidad se presenta cuando conocdasoses angulos , porque se pueden
construir muchos tridngulos (que resultan semegagmére si) que tienen los mismos angulos.
Luego los casos posibles quedan restringidos sigosentes:

i. Unladoydos angulos

ii. Dosladosy el angulo opuesto a uno de ellos

iii. Dosladosy el angulo comprendido entre ellos

iv. Tres lados.

v. Entodos los casos queda determinado univocanuendénico triangulo , salvo en el
caso dos en el cual puede resultar que se deteumme dos triangulos que cumplan
con las condiciones o bien ninguno. Se denomica® ambiguo Analicemos las
distintas posibilidades que se presentan cuanddarosomo dato un lado, un angulo
0 y otro ladoa .

Cc C
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En la primer imagen es claro que la longitud deéblaes menor que la minima distancia del
vértice C a la linea horizontal (qQue cerrariai@hgulo). La distancia de C a la linea horizontal
estd dada por el segmento vertical que une dictim@&on la linea). Luego en este caso no es
posible construir un triangulo.

En la segunda imagen la longitud del lades igual a la distancia del vértice C alalinea
horizontal , y se puede construir un Unico trianggue resulta ser rectangulo).

En la tercer imagen la longitud dees mayor que la distancia del vértice C a la Imm&ontal
pero a su vez es menor que la longituddEén este caso es posible construir dos triangulos.
En la cuarta imagen la longitud del laales igual o mayor a la longitud del lady se puede
construir un solo triangulo.

LEY DE LOS COSENOS

Para la resolucién de triangulos en los cualesdanoscomo datos dos lados y el angulo
comprendido entre ellos o los tres lados (caspg iM)) , es conveniente utilizar la Ley de los
cosenos , que establece que en todo triangulo ABtisple:

a’=b?>+c?-2bc.cosA
b?=a?+c?-2ac.coB A c B

¢ =a’+b*-2ab.coC
Omitiremos la demostracién de esta propiedad. Puede en el libro recomendado al
comienzo del apunte.

APLICACIONES
1) Resolver el siguiente triangulo

a=45cm

Aplicando la ley del coseno para el lado ¢ , sésolet:
c®=a’+b”’-2ab.coC= (46m j+ (36m )— 2.48n .3 .cost

De donde resulta qué s 2025 cm+ 900cni— 2700 crh.0,643 = 1188,9 cfm
Luego c = 34,48 cm

Si deseamos calcular el valor del &ngulo B podeamsasla formula

a’+c’—b?  (45cm)’+ (34,48m ¥ (36m §  2313,8Mn°

2ac 2.(4%m).(34,46m ) 31037
Aplicando la féormula inversa para el coseno seeolgtiB = 41,79°
En forma similar se puede calcular el &ngulo A.

=0, 745¢

cosB =

2) Hallar los angulos del siguiente triangulo
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Como lo Unico que poseemos como datos son lastlates de los lados del triangulo
podremos aplicar las férmulas de la ley del cosalespejando en las mismas el coseno de cada
angulo en funcion de los lados.

2 2 2 2 2 2 2 2 2
cosA:beC—a ,Cogzu S _a+b’—c”
2bc 2ac 2ab

Sean a=5,b=7yc=11, realizando los dafcresulta
0SA— 49+121 25 145 0,942
2.7.11 154
A=invcos(0,942F 19,68°
25+121- 49 97_ 0,882
25.11 110
B=invcos(0,882)3> 28,14°
25+49-121 - 47 0.67"
25.7 70
C=invcosE 0,671 132,18°

cosB =

cosC =

EJERCICIOS

1) Resolver los siguientes triangulos , aplicaradi@y que resulte mas apropiada
B

B B
13
A) B) 10 C)
350 85° 300 1007
A 10 C A C A 11 C
B B
B
0 50 7 F
&Y E) 4 ) 10 120° 12
D)
30°
A C A C A C

2) Encuentre el valor de la diagonal del
siguiente paralelogramo
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3) Las longitudes de los lados de un terreno daddriangular son 22m, 36my 44m
respectivamente. Determine los angulos del teryegicirea del mismo.

4) Un barco navega en linea recta y en forma daralia costa. Desde dos puntos Ay B
situados en la costa y separados entre si por S&dmden los angulos que forman las lineas
gue unen al barco con los puntos Ay B con la lteka costa. Si los valores de dichos angulos
son respectivamente 45°y 68° . Determine la disdadel barco a los puntos Ay By la
distancia del barco a la costa. (Haga un diagrama).

5) Un topdgrafo desea medir la distancia entrgplogos A y B ubicados en la orilla de un lago.
Los datos que conoce son los que aparecen emta agljunta. Calcule la distancia de A a B.

5km

/)

C 7km
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