Matematica Discreta (1028) @ UNLaM

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Una Estructura Algebraica es un objeto matematico consistente en un conjunto no vacio y
una relacion 6 ley de composicion interna definida en él.

En algunos casos mas complicados puede definirse mas de una ley de composicion
interna y también leyes de composicidn externa.

Operacion binaria 6 Ley de composicion interna : definida en un conjunto no vacio A
es toda regla ( funcién) que asocia a cada par de elementos de A otro elemento de A.

Es decir:
es una ley de composicion internaen A :AXA A/ ab A a*b=c;c A

Ejemplos
+ La suma 6 la multiplicacion es ley de composicion internaen N, enZ,en Q,enR 6
enC

+ Las siguientes tablas definen leyes de composicion interna en el conjunto

A={a, b, c}
s Ta 1b lc a |b |c
a la |b o ala |b |b
b b ¢ |a b |[c |a |cC
c lc la b c |[b |c |a

Propiedades de las operaciones binarias y elementos notables

Propiedad conmutativa

ab A:a*b=b*a

Ejemplos
+ La adicion y la multiplicacibn son conmutativas en cada uno de los conjuntos
numericos

+ La siguiente tabla define una ley de composicion interna conmutativa en el conjunto
A={1,2, 3}
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NN RN
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Al observar la tabla hay simetria respecto a la diagonal principal.Esto sucede siempre que
la operacion es conmutativa en un conjunto finito.

+ La siguiente ley de composicion interna definida en R dada por la expresién
a*b=a b noesconmutativa yaquesia=2yb=-3
a*b=2 -3 =23=6y b*a=-3 2 =-32=-6
por lotanto a* b esdistintode b*a

Propiedad asociativa:

abc A:(@™*b)*c=a*(b*c)

Ejemplos

£ La adicion y la multiplicacion son asociativas en cada uno de los conjuntos
numericos

+ En el conjunto de partes de cualquier conjunto A, la union y la interseccién son
asociativas

£ En el caso de que la operacién binaria * este definida por una tabla es necesario
considerar todos los casos posibles para demostrar que cumple con la propiedad
asociativa.
Si |Al=n el nimero total de casos es n® que corresponde a las variaciones con
repeticion de n elementos tomados de a tres.
La siguiente ley de composicién interna definida por la tabla es asociativa

W N | X
S
NN~
W NP w

Debemos plantear 3° casos pero como la operacion binaria * es conmutativa, tabla
simétrica respecto a la diagonal principal, son suficientes diez casos.
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+ La siguiente ley de composicion interna definida en R dada por la expresion
a*b=a b esasociativa ya que
(@*b)*c=(@™*bh) ¢ =(@a b) c =a b c
a*(b*c)=a*(b c)=a b c =a b c

Porlotanto (a™b)*c=a*(b*c)

Propiedad idempotencia

Ejemplos

4+ En el conjunto de partes de cualquier conjunto A, la unién y la interseccidon son
idempotentes.
Xi X X=XX X=X

+ La ley de composicion interna * en el conjunto A={1,2,3} definida por la tabla cumple
idempotencia

<11 2 3
1 1 |1
2 |1 2
3|1 |2

Al observar la diagonal principal de la tabla se cumple 1*1=1; 2*2 =2; 3*3 =3
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+ La siguiente ley de composicion interna definida en R dada por la expresion
a*b=a b nocumpleidempotencia yaque sia=-2
a*a=a a =-2.2=-4que esdistinto de -2

Si tenemos una segunda operacion binaria *

Propiedad distributiva

abc Aa*(b*c)= (a* b)*(a*c)distribuye aizquierda respecto de *
(@a* b)*c= (a*c)* (a*c) distribuye a derecha respecto de *

Ejemplos
+ La multiplicacion distribuye respecto a la suma en todos los conjuntos numéricos
£ La union de conjuntos distribuye respecto de la interseccion de conjuntos y la
interseccion de conjuntos distribuye respecto a la unién de conjuntos
Algunos elementos del conjunto A se pueden comportar de forma notable respecto a la

operacion * .Por lo tanto podemos encontrar

Elemento neutro e:

e A/ a A a e e a a
Si existe el elemento neutro este es Unico

Ejemplos

+ En los conjuntos numéricos el neutro para la suma es el cero y para la multiplicacion
es el uno

+ En el conjunto de partes de cualquier conjunto A, el neutro de la unién es el conjunto
vacio, Y el neutro de la interseccién es el conjunto A

+ La ley de composicion interna * en el conjunto A={1,2,3} definida por la tabla tiene
como elemento neutro el 3

w N %
Rl k|-
NN RN
Wl ~|w
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El elemento neutro 3 corresponde a la interseccion de la fila y de la columna donde
aparecen los elementos del conjunto A en el orden establecido.

+ La siguiente ley de composicion interna * definida en R dada por la expresioén
a*b=a b noposeeneutroyaquea*e=a e =a e =1 e=1v e

=-lye*a=e a=a sia le=1;sia<le=-1

Como el elemento neutro es unico * no tiene elemento neutro

Elemento simétrico:

a A d& Ala a a@ a e
La operacién * tiene simétrico en A si cada elemento de A tiene simétrico. El simétrico de

cada elemento es Unico.
Si la operacion * no tiene neutro en A no se puede buscar el simétrico de ningan elemento

de A.

Ejemplos

+ Como en el conjunto de los nimeros N con la adicidon no hay neutro entonces
ningun elemento tiene simétrico.

+ Para los conjuntos numéricos Z,Q,R y C ,con la adicién los simétricos son los
opuestos.Es decir:a+a’ =0 a=-a

+ El conjunto de los nimeros enteros con la multiplicacion no tiene simétrico ya que
aa=l a=1 sia=b a=1 quenoeselementodeZ
a 5

+ La ley de composicion interna * en el conjunto A= {1, 2,3} definida por la tabla no
tiene simétrico.

W N | X
S
NI NN
Wl R lw

Para encontrar el simétrico de cada elemento se debe buscar y marcar el neutro en
cada una de las filas de la tabla de la operacidon binaria *.El simétrico corresponde a la
columna en donde aparece el neutro.

Es decir: 3' = 3; 1 y 2 no tienen simétrico.
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+ La siguiente operacion binaria * en el conjunto A= {0, 1,2} definida por la siguiente
tabla tiene simétrico.

*J10 1 2
0|0 |1 |2
111 |2 O
212 0 1

El elemento neutro es el 0.De la tabla se obtiene 0'=0; 1'=2y 2'=1

Elemento absorbente:

a A/ x A:x*aza*x=a
Si existe el elemento absorbente este es Unico

Ejemplos

£ En los conjuntos numéricos no hay elemento absorbente para la suma vy para la
multiplicacion el elemento absorbente es el cero

+ La ley de composicion interna * en el conjunto A={1,2,3} definida por la tabla tiene
como elemento absorbente el 1

B Rl -

W N | X
NN N
WIN|PFP W

+ La siguiente ley de composicion interna * definida en R dada por la expresion
a*b=a b posee elemento absorbente a=Oyaquex*0=x 0 =0y 0*x=0 x =0

Segun las propiedades que deban satisfacer estas leyes de composicion, se tienen los
distintos tipos de estructuras 6 sistemas axiomaticos.

Monoide
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El par (A, ) donde A es un conjunto no vacio dotado de una operacion 0 ley de
composicién interna  se denomina monoide.

Ejemplos

« (N, -) no es un monoide porque la sustraccibn no es ley de
composicion interna en N.

£ (N, )donde estadefinidocomo a b =max{a,b}esun monoide.

Semigrupo

El par (A, ) donde A es un conjunto no vacio dotado de una operacion ¢ ley de
composicién interna  es semigrupo si:  es asociativa.

Si la ley de composicién interna ademas es conmutativa se llama semigrupo

conmutativo.Si existe el elemento neutro se dice que es un semigrupo con unidad 06
semigrupo con identidad.El elemento neutro se llama identidad.

Ejemplos
+ (N, +) es un semigrupo conmutativo sin elemento neutro.
+ (Np, +) es un semigrupo conmutativo con elemento neutro, el 0.

£ (N, ) esunsemigrupo conmutativo con elemento neutro 6 identidad
igual a 1.

Grupo

El par (A, ), donde A es un conjunto no vacio dotado de una ley de composicion interna
binaria €s grupo si:

es asociativa.
posee elemento neutro en A.
todo elemento de A tiene simétrico en A respecto de

Grupo Abeliano 6 Grupo conmutativo_ es cuando ademas de ser un grupo,
es conmutativa.Es decir:
(A, ) esun grupo abeliano si:

€s asociativa.
posee elemento neutro en A.

Ing. Marcela Bellani Pagina 7 de 13



Matematica Discreta (1028) @ UNLaM

todo elemento de A tiene simétrico en A respecto de
* es conmutativa

Si (A, )es grupo, se dice que es un grupo finito si el conjunto A es finito y su cardinal se
llama orden del grupo.

Ejemplos
+ (Z,+) ; (Q,+) ; (R,+) y (C,+)songrupos abelianos.
+ (No, +) No es grupo. Tiene neutro, el 0, pero no tiene inverso
+ (Q, ) Noesgrupo, el 0 notiene inverso multiplicativo.
+ (Q—-{0}, ) vy (R-={0}, )songrupos abelianos

+ El par (Z, ) donde Z es el conjunto de los nimeros enterosy  es una operacion
definidacomoa b=a+b+ 2 alcanza la estructura de un grupo abeliano.

Verificacién:

es ley de composicion interna en Z pues la suma y el producto son leyes de
composicién internaen Z .Porlotantosiayb Z, a+b+2 Z

es asociativa pues
ab c=@+tb+2) c=a+b+2+c+2=a+b+c+4 (1)

y a b c=a (b+tc+2)=a+b+c+2+2=a+b+c+4(2)
Por lo tanto (1) = (2)

tiene elemento neutro e = -2, pues

a A,a e=-a ate+2=a e=-2

y e a-=a eta+t2=a e=-2

tieneinverso a , a / a a e ,yaque

a a=-2 ata+2=-2 a=—-a-4

a a=-2 ata+2 =-2 a=—-a-4
Porlotantoa’ = —a—4

es conmutativapues a b=a+b+2=b+a+2=b a

Subgrupo
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Un subconjunto no vacio H, del conjunto A es un subgrupo de (A, ) grupo siy solo si
(H, )es grupo en si mismo.

Ejemplo

+ (Z,+) esun subgrupo de (Q, +).grupo conmutativo.
Si en estas estructuras se introduce una nueva ley de composicion interna con ciertas
restricciones, se obtienen ternas ordenadas del tipo (A , , ) que también son
estructuras algebraicas.

Estas nuevas estructuras son:

Reticulo Algebraico

Dados, un conjunto no vacio A y dos leyes de composicion interna y ,laterna
ordenada (A, , ) tiene estructura de reticulo Algebraico siy solo si

,  son asociativas

,  son conmutativas

, Son idempotentes

, cumplen con absorcion
X,y A:x (X y)=x
X,y A:x (x y)=Xx

Ejemplos
+ (P(A), , )esunreticulo algebraico ya que cumple con :

o0 Operaciones binarias.

:PA)XPA) —> P(A
:PA)XPA) —> P(A

o Asociatividad
X A Y A Z AX Y) zZ=X (Y 2
X A Y A Z AX Y zZ=X (Y 2

o Conmutatividad
X A Y AX Y=Y X
X A Y AX Y=Y X

o ldempotencia

X

X A X=X
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X AX X=X
o Absorcion
X A Y AX X Y X X Y)=X;
X Y X X (X Y)=X

+ (Dg,mcm,mcd) es reticulo algebraico pues:

o0 Operaciones binarias.

mcm: DgxDg — Dg
mcd DgX Dg — D8

0 Asociatividad
a Dg, b Dg, ¢ Dsg:mcm{mcm{ab},c}=mcm{a,mcm{b,c}}
a Dg, b Dg, ¢ Dg :mcd{mcd{ab},c}=mcd{a,mcd{b,c}}

o Conmutatividad
a Dg, b Dg:mcm{ab}=mcm{b,a}
a Dg, b Dg :mcd{a,b}=mcd{b,a}

o ldempotencia
a Dg :mcm{a,a}=a
a Dsg :mcd{a,a}= a

o0 Absorcion
a Dsg, b Dsg: mcd{amcm{ab}}=a mcm{a,mcd{a,b}} = a

Algebra de Boole

Dados, un conjunto no vacio A; dos leyes de composicién interna y , los
elementos O y 1 y una operacion unaria (complemento) ~ ; laterna (A, , ) tiene
estructura de Algebra de Boole siy solo si:

,  Son asociativas

, sSon conmutativas

, tienen elemento neutro

distribuye respectoa ; distribuye respecto a
Los elementos de A tienen complemento

x A x AlX ;:1 X x=0
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Ejemplo

+ (P(A), , )esun Algebra de Boole ya que :

o0 Operaciones binarias. La operacion binaria es la unién de conjuntos ( )y la
operacion binaria  es la interseccion () de conjuntos.

:P(A)xPA) —> P (A
:PA)XPA) —> P(A

0 Asociatividad. La unién y la interseccién de conjuntos son asociativas, ya que para
cualesquiera tres conjuntos X, Y, Z:
X A Y A Z AX Y Z=X (Y 2
X A Y A Z AX YY) zZ=X Y 2

o Conmutatividad. La unién y la interseccion son conmutativas, ya que para cualquier
par de conjuntos X, Y :

o Existencia de neutros. El neutro de la unién es el conjunto vacio , mientras que el
neutro de la interseccién es el conjunto A, ya que para cualquier conjunto arbitrario
X,
X =X y X A=X

o Distributividad. La unidn de conjuntos es distributiva sobre la interseccion, y
viceversa, la interseccion es distributiva sobre la unién, ya que para cualesquiera

tres conjuntos X, Y, Z:
X (Y 2=X YY) X 2) vy X (Y 2=(X Y) (X Y

o Existencia de complementos. El conjunto complemento X cumple con las
condiciones deseadas: _ _
X X=A y X X=
+ (Dg,mcm,mcd) no es un Algebra de Boole ya que si bien cumple con :

o0 Operaciones binarias.

mcm: DgxDg — Dg
mcd DgX Dg — D8

o Asociatividad
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a Dg, b Dg, ¢ Dsg:mcm{mcm{ab},c}=mcm{a,mcm{b,c}}
a Dg, b Dg, c¢ Dsg:mcd{mcd{a,b},c}=mcd{a,mcd{b,c}}

o Conmutatividad
a Dg, b Dg:mcm{ab}=mcm{b,a}
a Dg, b Dg :mcd{a,b}=mcd{b,a}

o0 Existencia de neutros. El neutro del mcm{a,b} es 1 y el neutro del mcd{a,b} es 8

o Distributividad. EI mecm{a,b} distribuye respecto al mcd{a,b}, y viceversa, el mcd{a,b}
es distributivo sobre el mcm{a,b}, ya que para cualesquiera tres elementos a,b,c:

Mcm{a,mcd{b,c}}=mcd{mcm{a,b},mcm{a,c}} y
mcd{a,mcm{b.c}}=mcm{mcd{a,b},mcd{a,c}}

No tiene complemento: ya que el 2 y 4 no tienen complemento;_l =8
Diagrama de Hasse

1 2 4 8

\ 4
v

—
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