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1. Aritmética entera

Dado que se supone que el alumno esta familiarizado con las operaciones de-
finidas en el conjunto Z de los nimeros enteros, definiremos este conjunto a
través de una aziomdtica, es decir, a través de las propiedades que cumplen
sus elementos en relacién con las operaciones en él definidas.

1.1 El conjunto Z de los nimeros enteros

El conjunto, que denotaremos por Z, de nimeros enteros no es mas que un
conjunto de numeros en el que se han definido dos leyes de composicién u
operaciones, entre sus elementos, que verifican la siguiente lista de aziomas:

Axioma 1 La suma y el producto son leyes de composicién internas.
Va,beZ =a+beZ, abec'Z
Axioma 2 Ambas leyes son asociativas.
Va,b,ceZ=a+(b+c)=(a+b)+c=a+b+c a(bc)= (ab)c = abc
Axioma 3 Existen elementos neutros 0 y unidad 1 tales que:
VoeZ=a+0=0+a=a a-1=1-a=a
Axioma 4 Existen elementos opuestos. Es decir:
VoeZ 3 —a€Z :a+(—a)=—-a+a=0

Axioma 5 Ambas leyes son conmutativas.

Va,beZ=a+b=b+a ab=ba
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Axioma 6 El producto es distributivo respecto de la suma.

Va,b,c € Z = a(b+c) =ab+ ac

Axioma 7 EL producto posee la propiedad cancelativa.

Si a#0 y ab=ac = b=c

En el conjunto Z de los niimeros enteros se define la relacion de orden “<7,
la cual cumple los siguientes propiedades:

Axioma 8 Propiedad reflexiva: VaeZ —= a<a.

a<b
Axioma 9 Propiedad antisimétrica: y = a=0.
b<a

a<b
Axioma 10 Propiedad transitiva: y —a<ec.
b<e

Definicién 1.1 Sea S C Z un subconjunto de Z. Se dice que ¢ € Z es una
cota inferior del conjunto S si ¢ < a cualquiera que sea el elemento a € S. Si
ademds ¢ € S, recibe el nombre de primer elemento. Analogamente, se dice
que d € Z es una cota superior del conjunto S si a < d cualquiera que sea el
elemento a € S. Si ademds d € S, recibe el nombre de ultimo elemento.

Decimos una y no la cota inferior (superior) ya que cualquier nimero ¢ € Z
(d' € Z) con ¢ < ¢ (d > d) también serd una cota inferior (superior) de S.

Teniendo en cuenta la definicién anterior, el conjunto Z de los nimeros en-
teros verifica:

Axioma 11 [buena ordenacién] Todo subconjunto de Z no vacio y acotado
inferiormente (superiormente) posee un primer (tltimo) elemento.

Axioma 12
{agbyc>0 — ac < be

a<b — a+c<b+c

Para un tratamiento formal del tema seria necesario probar que este conjunto
de axiomas define a un tnico conjunto numeérico que coincide con el conjunto
Z definido intuitivamente. Aqui prescindiremos de la demostracion de la exis-
tencia y unicidad de este conjunto debido a que desbordaria las necesidades
de este curso de Introduccién a la Matematica Discreta.
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1.2 Definiciones recursivas

Muchas veces nos habremos encontrado con expresiones del tipo
Spn=14+3+5+---+(2n—-1) con neN (1.1)

y lo primero que podemos preguntarnos es qué significado tienen los puntos
SUSPEensivos.

El significado de estos no es méas que hacernos ver que estamos dando una
definicion recursiva de S,,. Es decir, estamos definiendo

S1=1y S,=85,1+(2n—1) siempre quen € N

De esta manera, para definir el valor de .S,, debemos utilizar el de S,,_;. En
otras palabras, estamos utilizando la funcién en su propia definicién. Evidente-
mente, si para calcular el transformado de un elemento n necesitamos conocer
el del elemento anterior n — 1, tendremos que conocer cual es el transformado
del primer elemento para, a partir de él, calcular todos los demas.

Obsérvese que, como consecuencia del axioma de buena ordenacién, podemos
definir funciones de N en otro conjunto cualquiera de forma recursiva, ya que
cualquiera que sea el conjunto de originales C' C N por ser un subconjunto
de Z y estar acotado inferiormente (ya que N lo estd por 0), posee un primer
elemento y, por tanto, a partir de ese elemento podemos definir todos los
posteriores. No ocurriria asi si tratdramos de definir una funcién f : Z — Y
de forma recursiva ya que al dar f(n) en funcién de f(n — 1) y no estar Z
acotado inferiormente, no tendriamos un primer elemento a partir del cual
obtener todos los restantes.

NotTA: Debido a que las funciones de N en otro conjunto numérico como
pueden ser R o C reciben el nombre de sucesiones y se suelen denotar por u,
en vez de por u(n), utilizaremos dicha notacion.

1.3 Induccion matematica

En cualquier ciencia experimental, la induccion es el proceso de obtener un
resultado general a partir del analisis de casos particulares. De esta forma,
observando la caida de una serie de cuerpos pesados se induce que cualquier
cuerpo mas pesado que el aire cae por la accion de la gravedad. Este hecho se
considerara valido mientras no se encuentre un cuerpo mas pesado que el aire
que no caiga.
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En Matematicas se utiliza un proceso equivalente pero con la diferencia de
que el resultado inducido es necesario probar que siempre se va a cumplir.

En nuestro ejemplo tenemos que
S;=1 5=4 5;=9
Si consideramos el polinomio P(n) = n® — 5n% + 11n — 6 vemos que:
P(1)=1=5, P2)=4=5, y P(3)=9=S5;

sin embargo, no podemos asegurar que S, = P(n) Vn € N. Para poder
garantizarlo tendriamos que probar que se verifica para cualquier elemento
n € N. Para probar que no es cierto bastara con encontrar un contraejemplo,
es decir, un caso para el que no se verifique la igualdad. En nuestro caso
P(4) = 22 mientras que S; = 16, es decir P(4) # S, por lo que podemos
asegurar que la igualdad no es cierta.

Vemos entonces que una igualdad de este tipo no puede probarse estudiando
casos particulares, ya que para 1, 2 y 3 si era cierto, pero para 4 no lo es.
En general puede que lo hayamos comprobado para una gran cantidad de
elementos y sin embargo, falle en cualquier momento. De aqui, la necesidad
de probar que va a cumplirse cualquiera que sea el elemento que se tome.

1.3.1 Conjuntos inductivos

Un conjunto S se dice que es inductivo si se verifican:

a)lesS

(1.2)
b)reS=uxz+1€S

Teorema 1.1 Si S C N es un conjunto inductivo, entonces S = N.

Demostracién. Si S # N, sea S* el complementario de S en N. Como
S* C N C Z y estd acotado inferiormente (ya que N lo estd), por el axioma
de buena ordenacion de los niimeros enteros, sabemos que S* posee un primer
elemento que denotaremos por a. Por tratarse del primer elemento, a—1 ¢ S*,
por lo que a — 1 € Sy como por hipétesis S era inductivo, (a—1)+1=a € S
en contra de que a era un elemento de S*. Por tanto, ha de ser necesariamente
S* =) o lo que es lo mismo, S = N. [
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1.3.2 El método de induccion

Teorema 1.2 [Método de induccién] Sea P, una proposicion matemdtica. Si
se verifican:

a) Py es verdadera y

b) Py verdadera implica que Pyyq también lo es,

entonces, P, es verdadera para cualquier n € N.

Demostracién. Sea S ={n € N : P, es cierta}.

Las hipétesis del teorema nos dicen que:

l1esS

= S es inductivo = S =N
keS—=—k+1ecS

es decir, la propiedad P, es cierta cualquiera que sea el niimero natural n que
se elija. -

Ejemplo 1.1 Si nos fijamos en el ejemplo (|1.1)) observamos que
Si=1=1> S,=4=2% §;,=9=3> §,=16=42

En un primer paso, la inducciéon nos conduce a pensar en la posibilidad de
que S, = n?. Es ahora cuando debemos aplicar formalmente el método de
induccion matematica.

Hemos comprobado ya que se verifica para n = 1. Ademds, supongamos que
S, = n? y veamos si entonces es S,.1 = (n + 1)%. En efecto:
Spi1 =S, +2mn+1)—1]=n*+2n+1=(n+1)?
Al haber probado la veracidad para n = 1 y que es cierto para n + 1 si lo es
para n, hemos probado que es cierta para cualquier natural n.

Es ahora cuando podemos asegurar que S, = n?> Vn € N. [l

Una variante del método de induccién matemaética es el denominado método
de induccion completa.

Teorema 1.3 [Método de induccién completal Sea P, una proposicion mate-
mdtica. Si se verifican:
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a) P, P, ..., P son verdaderas y

b) P, Ps,..., Py, conk <r, verdaderas implica que Py, también lo es,

entonces, P, es verdadera para cualquier n € N.

1.4 Divisores

Comenzaremos esta seccion estudiando el algoritmo de divisibilidad que es-
tablece el siguiente teorema:

Teorema 1.4 Sia y b son enteros con b > 0, existe un unico par de enteros
q yr tales que

a=qgb+r con 0<r<hb.
Demostracion.
a) Existencia:
Sea S={a—nb|ne€Z}={a, atb a£2b, ...} Esteconjunto de
enteros contiene elementos no negativos (por ejemplo, para n = —|al),

por lo que S NN es un subconjunto no vacio de N y, por tanto, de Z.
El principio de buena ordenacion de los ntimeros enteros nos asegura la
existencia de un primer elemento que sera de la forma r = a —¢gb > 0
para algun entero ¢. Se tiene, por tanto, que a = gb+ r con r > 0. Si
r > b, S contendria al elemento no negativo a — (¢+1)b =r —b < r que
contradice el hecho de que r es el primer elemento de S N N. Por tanto,
r <b.

b) Unicidad
Supongamos que a = ¢gb+1r =¢b+1r" con 0 < r <by 0 <71 <b
Entonces r — 1" = (¢ — q)b. Si q # ¢, es |¢ —q| > 1, por lo que
|r — 7’| > |b] = b lo que imposibilita el hecho de que r y 7’ estén ambos
entre 0 y b— 1 inclusive. Por tanto, ha de ser ¢ = ¢’ y de ahi que también
sea r = r’, lo que prueba la unicidad. [
Ejemplo 1.2

a)

Sia=9yb=4,como9=2x44+1con0<1<4, setienequeq=2y
r=1.
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b) Sia=-9yb=4,como -9 =—-3x4+3con0 <3< 4, se tiene que
g=-3yr=23. U

Definicién 1.2 Con la notacion del Teorema [1.4] el entero ¢ recibe el nombre
de cociente entero o simplemente cociente y el también entero r el de resto .
Si dividimos por b obtenemos que

%:qu% con O§£<1

por lo que ¢ viene dado por la parte entera por defecto o suelo de a/b (el mayor
a a
entero ¢ con 7 < 5) y que denotaremos por bJ Esto facilita el calculo de q.

El de r se realiza posteriormente mediante la igualdad » = a — gb.

Si consideramos ahora el caso b < 0, dado que —b > 0, el Teorema nos
garantiza la existencia de los enteros ¢* y r tales que a = ¢*(—b) + r con
0 <r < —b, y haciendo ¢* = —q se obtiene que a = ¢qb + r. La prueba de la
unicidad es similar a la anterior.

Teniendo en cuenta este resultado y el del Teorema podemos establecer
el siguiente corolario:

Corolario 1.5 Si a y b son dos enteros con b # 0, existe un unico par de
enteros q y r tales que

a=qgb+r con 0<r<|p

(Nétese que si b < 0 se tiene que

%zq%—% con OZ%>—1

por lo que en este caso q es la parte entera por exceso o techo del cociente a/b
a a
que denotaremos por {ﬂ, es decir, el menor entero ¢ tal que 7 > 5)

Ejemplo 1.3 Vamos a probar, como una aplicacién, que si n es un cuadrado
perfecto, al dividirlo entre 4 sélo puede darnos como resto 0 6 1.

Sea n = a®. El Teorema (con b = 4) nos dice que a = 4q + r con
r=20,1, 263, porloquen=a®>=(4qg+r)? = 16¢*> + 8qr + r.

a) Sir =0 obtenemos que n = 4(4¢*> + 2qr) + 0 = el resto es 0,
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b) sir=1quen=4(4¢>+2qr) + 1 = el restoes 1,
c) sir=2quen=4(4¢*>+2qr +1) +0 = el resto es 0,
d) ysir=3quen=4(4¢>+2qr +2) +1 = el resto es 1.

En cualquiera de los casos, el resto es siempre 0 6 1. 0

Definicién 1.3 Si a y b son enteros y a = ¢b para algin entero ¢, diremos
que b divide a a, o bien que b es un factor o un divisor de a, o también que
a es multiplo de b. Asi, por ejemplo, los factores de 6 son +1, £2, +3 y +6.
Cuando b divide a a lo denotaremos por b|a y se utiliza la notacién b f a
cuando b no divide a a. Para evitar errores obsérvese que cualquier entero
divide a 0 (ya que 0 = 0-b para cualquiera que sea b € Z), 1 divide a cualquier
entero y cualquier entero se divide a si mismo. Debido a ello, dado un entero
n, solo los divisores de n distintos de 1 y del propio n se consideran divisores
propios de dicho nimero.

Recordamos a continuacion algunas propiedades simples pero tutiles de la
divisibilidad, probando dos de ellas y dejando la demostracion de las otras a
modo de ejercicios para el alumno.

Teorema 1.6
a) albyble = alc.
b) albycld = aclbd.
c) m#0 = alb si, y sdlo si, ma|mb.

d) dlaya#0 = |d| <|al.
Demostracion.

a)
alb = b=aq, con q €7Z }

blc = c=bgy con @ €Z

c=aqigxp =aq con q=qq €ZL = alc.
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b)
alb = b=aqy con q €7Z
—
cld = d=cq con ¢ €Z
bd = acqiqgs = acq con q=qq € Z = ac|bd.
c) c.l)

alb = b=aq con gq€Z
—
m # 0
mb=maq con ma#0 = ma|mb.
c.2)
ma|mb = mb=maq con q€Z

al ser m # 0 por la propiedad cancelativa de los enteros tenemos
que b = aq con q € Z, por lo que a|b.

d) Si d|a tenemos que a = dq con ¢ € Z'y q # 0 (en caso contrario seria
a = 0 en contra de nuestra hipdtesis). Se tiene por tanto que |q| > 1,

por lo que
a=dq = la| =|d|-|g[ = [d] -1 =d]

0, lo que es lo mismo, que |d| < |al. |

Teorema 1.7

a) Sic divide a ay,as,...,a, = ¢ divide a ajuy + asug + - -+ + aguy, cua-
lesquiera que sean los enteros uy, us, . . ., Ug.

b) albybl|a si, y sdlo si, a = +b.

Demostracion.
a) Si c|a; se tiene que a; = g¢;c para algunos enteros ¢; (i=1,2,... k).
Entonces aju; + asus + -+ + apur = qicu; + gocus + -+ + grcup =

(qrur + qua + - -+ + qrug)c y dado que qruy + gaus + -+ - + qruy es un
entero (ya que ¢; € Z y u; € Z) se tiene que c| (aquy + agus + - - - + aguyg).
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b) Si a = +b se tiene que b = ga y a = ¢’b donde ¢ = ¢ = £1, por lo que
albybla.
Reciprocamente, si a|by b|a es b= ga y a = ¢'b para algunos enteros ¢
y ¢'. Si b= 0, de la segunda igualdad se obtiene que a = 0, por lo que
a = +b. Podemos suponer, por tanto, que b # 0. Eliminando a de ambas
expresiones, obtenemos que b = ¢¢’b y como b # 0, por la propiedad

cancelativa podemos asegurar que q¢' = 1, por lo que ¢, ¢ = +1 (utilizar
el Teorema [L.6]-(d)), por lo que a = =+b. |

La forma més usual del Teorema [1.7}-(a) es el caso k = 2, que recordamos a
continuacién con una notacién mas simple.

Corolario 1.8 i ¢ es un dwisor de a y de b, divide a au + bv cualesquiera
que sean los enteros u y v.

1.5 Maximo comun divisor

Definicién 1.4 Si d|a y d|b decimos que d es un divisor comin (o factor
comin) de a y b; por ejemplo, 1 es un divisor comin a cualquier par de enteros
ayb. Siaybson no nulos, el Teorema (d) prueba que ninguno de sus
divisores comunes puede ser mayor que méx(|al, [b]), por lo que de entre todos
sus divisores comunes debe existir uno que sea el mayor de ellos. Este es el
mdazrimo comun divisor de a y b; siendo el unico entero d que satisface

a) d|ay d|b (por ser d un divisor comun),

b) Siclayc|b= ¢ <d (pues d es el mayor divisor comun de a y b).
Teorema 1.9 El mdximo comun divisor de dos nimeros enteros es unico.

Demostracién. Supongamos que existiesen dos d y d'.

d =mcd (a,b) = d |ay d |b. Al ser d =mcd (a,b) = d < d

d =mcd (a,b) = d'|ay d'|b. Al ser d = mcd (a,b) = d' <d
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y teniendo en cuenta la antisimetria de la relaciéon de orden en el conjunto Z
de los ntimeros enteros, obtenemos que d = d'. [ |

Sin embargo, el caso a = b = 0 debe ser excluido; cualquier entero divide
a 0 y es, por tanto, un divisor comun de a y b, por lo que, en este caso, no
existe el maximo comun divisor. Cuando existe, denotamos el maximo comun
divisor de a y b por mcd (a,b), o simplemente por (a,b). Esta definicién
puede obviamente extenderse al maximo comun divisor de cualquier conjunto
de enteros (no todos nulos).

1.5.1 Algoritmo de Euclides

Una forma de encontrar el médximo comun divisor de a y b es simplemente
construir las listas de todos los divisores de a y todos los de b para buscar el
mayor entero que aparece en ambas. Evidentemente basta con buscar la lista
de los divisores positivos: si, por ejemplo, a = 12 y b = —18, los divisores
positivos de 12 son 1,2,3,4,6,12 y los de -18 son 1,2,3,6,9,18, con lo que in-
mediatamente vemos que el maximo comun divisor es 6. Este método resulta
muy tedioso cuando a o b son grandes, pero afortunadamente existe un método
mas eficiente, para calcular el maximo comun divisor, llamado algoritmo de
Fuclides (publicado en el libro VII de los Elementos de Euclides alrededor del
ano 300 a.C.). Este método se basa en la siguiente observacion.

Lema 1.10 Dados dos enteros a y b se verifica que med (a,b) = med (b, r)
cualesquiera que sean los enteros q y r werificando que a = bq + 7.

Demostracion. Por el Corolario [1.8| cualquier divisor comun de b y de r
también divide a ¢gb 4+ r = a; de manera analoga, como r = a — ¢qb, obtenemos
que cualquier divisor comin de a y b también divide a r. Por tanto, las dos
parejas a v b, y b y r poseen los mismos divisores comunes y, por tanto, tiene
el mismo maximo comun divisor. [

El algoritmo de Euclides es usado de forma repetitiva para simplificar el
calculo del maximo comun divisor por reduccion del tamano de los enteros sin
alterar su maximo comun divisor. Supongamos que se tienen dos enteros a y
b (no ambos nulos) y que se desea calcular d = med (a,b). Si a = 0 entonces
d = |b|, si b= 0 entonces d = |al, por lo que sin considerar estos casos triviales,
podemos suponer que a y b son ambos no nulos. Como

med (a,b) = med (—a, b) = med (a, —b) = med (—a, —b)
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podemos asumir que a y b son ambos positivos. Ademds, como mcd (a,b) =
med (b, a) podemos suponer que a > by si despreciamos, por tltimo, el caso
trivial med (a,a) = a podemos suponer que a > b, es decir, que

a>b>0.

Utilizamos ahora el algoritmo de la division (Teorema para dividir a entre
b v escribimos
a=qb+nr con 0<ry <b.

Si 1 = 0 entonces b|a, por lo que d = b y hemos terminado. Si r; # 0
dividimos b entre r y escribimos

b= qor1 + 19 con 0<ry<ry.

y repetimos el proceso; como b > r; > ry > --- > 0 debemos encontrar
necesariamente un resto r,, = 0 (después de, a lo més, b pasos) y en ese punto
finalizamos el proceso. Los dos ultimos pasos podemos escribirlos de la forma

Tn—3 = Qn-1Tn—2 + Tn-1 con 0< Thno1 < Tp_9,
Tneo = QnTn_1 + Tn con r, = 0.

Teorema 1.11 En el proceso de cdlculo anterior, d = r,_1 (dltimo resto no
nulo).

Demostracién. Aplicando el Lema[1.10] a las sucesivas ecuaciones dadas an-
teriormente para a, b, rq, ..., 7, 3 observamos que

d = mcd (a,b) = med (b, 1) = med (r1,79) = - -+ = med (rp_2,rp—1).

La ultima ecuacién r,_o = ¢,r,_1 prueba que r,_; divide a r,_o, por lo que
med (r,_92,7,_1) = 1 ¥, por tanto, d = r,_q. [

Ejemplo 1.4 Para calcular el med (112, 70), dividimos 112 entre 70 obtenién-
dose un cociente igual a 1 y un resto r = 42.

El Lema nos dice que med (112,70) = med (70, 42). Repitiendo ahora
este mismo proceso obtenemos:

112=70+42 70=42+28 42=28+14 28=21440
med (112, 70)=mcd (70, 42)=mcd (42, 28)=mcd (28, 14)= 14

ya que 14 es un divisor de 28 y no existe ningiin divisor de 14 mayor que el
propio 14. [l
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Este algoritmo para el calculo del maximo comun divisor de dos enteros
positivos a y b (con a > b > 0) recibe el nombre de Algoritmo de Fuclides 'y
puede escribirse como sigue:

P1 Leerayb

P2 r « el resto de dividir a entre b

P3 sir =0 entonces el med (a,b) = b. FIN
P4 sinoa<0b, b«r

P5 ir al Paso 2

Ejemplo 1.5 Para calcular d = med (1492, 1066) escribimos

1492 = 1 - 1066 + 416
1066 = 2 - 426 + 214
426 = 1-214 + 212
214 =1-212 42
212 =106 - 2 + 0.

El ltimo resto no nulo es 2, por lo que d = 2. U

En muchos casos, el valor de d puede ser identificado antes de obtener un
resto nulo: como d = med (a,b) = med (b,71) = med (r1,72) = ..., podemos
detener el proceso si conocemos el maximo comun divisor de un par de términos
consecutivos de la sucesién a, b, 1,72, . ... Asi, en el Ejemplo los restos 214
y 212 tiene evidentemente como maximo comun divisor al 2, por lo que d = 2.

Si nos fijamos en el Ejemplo observamos que:
14 = 42—-28 = (112—70)—(70—42) = 112—2-704+42 = 112—2-70+(112—-70) =

14=2-112-3-70

En general, dados dos enteros a y b, existen otros dos enteros u y v tales que
d = au + bv.

Una mejora del algoritmo de Euclides y conocida como Algoritmo exten-
dido de Fuclides permite, no sélo calcular el maximo comun divisor d de dos
nimeros enteros a y b, sino que nos proporciona los niimeros u y v (que més
tarde veremos que no son unicos) de la descomposicion d = au + bv que utili-
zaremos mas adelante.
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P1 Leerayb

P2 m«—~n«—1, m—n«0,c—a,d<0b
P3 q<—EJ,r%c—d-q

P4 sir =0 entonces FIN (d = am + bn)

P5 sinoc«d, d«r,
t—m', m' <~ m, m—t—qm,
t—n',n «<—n, n—t—qgn

P6 ir al Paso 3

Ejemplo 1.6 La Tabla [1.1| nos da los valores que toman en cada paso las
diferentes variables del algoritmo extendido de Euclides para el cédlculo del
maximo comun divisor de los niimeros a = 1769 y b = 551, obteniéndose que
med (1769, 551) = 29 y ademds, que podemos expresar este nimero como:

29 =5-1769 — 16 - 551

m’ m n n c d q r
1 0 0 1 1769 | 551 3 116
0 1 1 -3 551 | 116 4 87
1 -4 -3 13 116 87 1 29
-4 5 13 -16 87 29 3 0

Tabla 1.1: Algoritmo extendido de Euclides aplicado al Ejemplo 1.6. [

En la siguiente seccién trataremos de formalizar este resultado.

1.6 La identidad de Bezout

Teorema 1.12 Si a y b son enteros (no ambos nulos) existen enteros u y v
tales que
med (a,b) = au + bo.
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(Esta ecuacién es conocida como identidad de Bezout. Veremos méas adelante
que los valores u y v no quedan univocamente determinados por a y b.)

Demostracion. Haremos uso de las ecuaciones que utilizamos en la aplicacion
del algoritmo de euclides para calcular d = med (a, b) como el ultimo resto no
nulo r,_;. La peniltima ecuacién, en la forma

Tn—1 =7Tpn-3 — qn—-1Tn-2,

expresa d como un multiplo de r,_3 mas otro de r,_5. Utilizamos ahora la
ecuacion anterior, en la forma

'n—2 = Tn—4 — qn—2Tn-3,

para eliminar r,,_o y expresar d como un multiplo de r,_4 mas otro de r,_s.
Retrocediendo en las ecuaciones del algoritmo podemos ir eliminando sucesi-
vamente 7,_3,7,_4, ... hasta obtener d como un multiplo de a mas otro de b,
esto es, d = au + bv para algunos enteros u y v. [ |

Ejemplo 1.7 En el Ejemplo utilizamos el algoritmo de Euclides para
calcular d con @ = 1492 y b = 1066. Utilizando las ecuaciones obtenidas
en dicho ejemplo obtenemos:

d=2
=214 —1-212
=214 —1- (426 — 1-214)
— —1-426+2-214

= —1-426 +2- (1066 — 2 - 426)
= 2-1066 — 5 - 426
=2-1066 — 5 - (1492 — 1 - 1066)
= —5-1492 + 7 - 1066,

por lo que u = =5 y v = 7. El siguiente ejercicio prueba que los valores que
hemos encontrado para v y v no son unicos. (M4s tarde, en el Teorema m
veremos como se determinan todos los posibles valores de u y v.) U

Una vez visto como se calcula el maximo comun divisor de dos enteros, de-
bemos extender el método al calculo del maximo comun divisor de un numero
finito de enteros (no todos nulos). El método consiste en repetir el algoritmo de
Euclides basdndonos en el siguiente resultado, cuya demostracién proponemos
en forma de ejercicio.

med (aq, ..., a;) = med (med (a1, a2),as, ..., ag).
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Esto reduce el célculo del maximo comun divisor d de k enteros a dos pro-
blemas més pequenos: calculamos, en primer lugar, do = med (aq,as) y, por
consiguiente, d = mcd (ds, as, ..., a;) implicando a dos y k — 1 enteros res-
pectivamente. Este segundo problema puede reducirse de nuevo calculando
d3 = med (dg, a3) y, por consiguiente, d = mcd (ds, ay, ..., ax) implicando a
dos y k — 2 enteros. Continuando el proceso reducimos el problema a una
secuencia de £ — 1 calculos del maximo comun divisor de dos enteros, y re-
solviendo cada uno de ellos mediante el algoritmo de Euclides: encontramos
dy = med (a1, a2), d; =med (d;—1,a;) parai =3,...,k, y hacemos d = d.

Ejemplo 1.8 Para hallar d = mcd (36, 24, 54, 27) calculamos en primer lugar
dy = med (36,24) = 12, a continuacion d3 = mced (12,54) = 6 y, por ultimo,
d =dy = med (6,27) = 3. O

AL igual que hemos generalizado el algoritmo de Euclides para el caso de k
enteros, podemos generalizar la identidad de Bezout.

El Teorema establece que med (a, b) puede ser escrito como un multiplo
de a mas otro de b; usando este resultado podemos describir el conjunto de
todos los enteros que pueden expresarse de esta forma.

Teorema 1.13 Sean a y b dos enteros (no ambos nulos) cuyo mdximo comin
divisor es d. Entonces un entero ¢ puede escribirse de la forma ax + by para
algunos enteros x e y si, y solo si, ¢ es multiplo de d. En particular, d es el
menor entero de la forma ax + by (x,y € Z).

Demostracién. Si ¢ = ax + by con x,y € Z como d divide a a y a b, el
Corolario 1.7 implica que d divide a ¢. Reciprocamente, si ¢ = de para algin
entero e, escribiendo d = au + bv (ver el Teorema se tiene que ¢ =
aue 4+ bve = ax + by, donde x = ue e y = ve son ambos enteros. Por tanto, los
enteros de la forma ax + by (x,y € Z) son los multiplo de d, y el menor entero

positivo de esta forma es el menor multiplo positivo de d, es decir, el propio
d. [

Ejemplo 1.9 Vimos en el Ejemplo que si a = 1492 y b = 1066 entonces
d = 2, por lo que los enteros de la forma ¢ = 1492z + 1066y son los multiplos
de 2.

En el Ejemplo se obtuvo que 2 = 1492 - (—5) + 1066 - 7, por lo que multi-
plicando ambos miembros por e podemos expresar cualquier entero par 2e de
la forma 1492z + 1066y: por ejemplo, —4 = 1492 - 10 + 1066 - (—14). [l
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Definicién 1.5 Dos enteros a y b se dicen coprimos (primos relativos o pri-
mos entre si ) si med (a,b) = 1. Por ejemplo, 10 y 21 son primos entre sf,
pero 10 y 12 no lo son. En general, un conjunto de enteros ay, as, ... son co-
primos si med (ay, ag, ...) =1, y son mutuamente coprimos si med (a;, a;) =1
para cualesquiera i # j. Si son mutuamente coprimos son coprimos (ya que
med (ag, ag, . ..) | med (a;,a;)), pero el reciproco es falso: los enteros 6, 10 y
15 son coprimos pero no mutuamente coprimos.

Corolario 1.14 Dos enteros a y b son coprimos si, y solo si, existen enteros
x ey tales que ax + by = 1.

Demostracién. Sea med (a,b) = d. Si sustituimos ¢ = 1 en el Teorema
vemos que ax + by = 1 para algunos z,y € Z si, y sélo si, d|1; es decir, si
d=1. [

Ejemplo 1.10 El hecho de que 10 - (—=2) + 21 -1 = 1 confirma que 10 y 21
son primos entre si. O

Corolario 1.15 Simcd (a,b) =d
mcd (ma, mb) = md

para cualquier entero m > 0, y

a b
d(22)=
e ( : d)
Demostracién. Por el Teorema [1.13] mcd (ma, mb) es el menor valor de
max + mby = m(ax + by) donde z,y € Z, dado que d es el menor valor

positivo de ax + by, se tiene que med (ma, mb) = md. Escribiendo d = au+ bv
y dividiendo por d se tiene que

U
R

por lo que el Corolario implica que a/d y b/d son primos entre si.

Corolario 1.16 Sean a y b dos enteros primos entre si.

a) Sialcyb|lc= ab]ec.

b) Sialbc = alc.
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Demostracidn.

a) Tenemos que ax + by = 1,¢ = ae y ¢ = bf para algunos enteros z,y,e y
f. Entonces, ¢ = cax + cby = (bf)ax + (ae)by = ab(fz + ey), por lo que
ab | c.

b) Como en (a), ¢ = cax + cby. Dado que a|bc y a|a, el Corolario
implica que a| (cazx + cby) = ¢ |

1.7 Minimo comun multiplo

Definicién 1.6 Si a y b son dos enteros, un maultiplo comin de a y b es un
entero ¢ tal que a|cy b|c. Siay bson ambos no nulos, existen multiplos co-
munes positivos (por ejemplo |ab|), por lo que el principio de buena ordenacién
nos asegura la existencia de un minimo comun mailtiplo, o mas concretamente,
el menor multiplo comin positivo. Este es el tinico entero positivo m que
cumple:

a) a|my b|m (ya que m es un multiplo comun), y

b) sia|cy b|ccon c> 0, entonces m < ¢ (ya que ningiin multiplo comun
puede ser menor que m).

Usualmente se denota a m como mcm (a,b), o simplemente como [a,b].
Por ejemplo, mem (15,10) = 30, ya que los multiplos positivos de 15 son
15,30,45, ...y los de 10 son 10, 20, 30, .. .. Las propiedades del minimo comiin
multiplo pueden deducirse a partir de las del médximo comin divisor a través
del siguiente resultado.

Teorema 1.17 Sean a y b dos enteros positivos con d = mcd (a,b) y m =
mem (a,b). Se verifica entonces que

dm = ab.

(Como mcd (a,b) = med (|al, |b]) y mem (a,b) = mem (|al, [b]), no supone
restriccién alguna el suponer a,b > 0.)

Demostracién. Sean o’ = a/d y ' = b/d y consideremos

ab da’-dif

o 171
7 7 =da'lt'.
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Evidentemente da’t’ es positivo, por lo que debemos probar que es igual a m
probando que satisface las condiciones (a) y (b) de la definicién de mem (a, b).
En primer lugar,

da't! = (da")b' = ab’ y da't! = (db')a' = ba';

por lo que a|da't/ y b|da'b', es decir, se satisface la condicién (a). En segundo
lugar, supongamos que a|cy b|c con ¢ > 0; debemos probar que da't’ < c.
Por el Teorema [1.12] existen enteros u y v tales que d = au + bv. Entonces

c cd cd  clau+bv) ¢ c

dab  [day@y) ab a b T

es entero por ser a y b divisores de ¢; por lo que da’b’ | ¢ y por tanto (ver el
Teorema [1.6}-(d)) se tiene que da’b’ < ¢ como querfamos probar. |

Ejemplo 1.11 Si a = 15 y b = 10, entonces d = 5 y m = 30, por lo que
dm = 150 = ab como indica el Teorema [[.17 O

Podemos utilizar el Teorema para encontrar el mem (a, b) de una forma
eficiente utilizando el algoritmo de Euclides para encontrar d = med (a,b) y
calcular posteriormente m = ab/d.

Ejemplo 1.12 Dado que med (1492,1066) = 2 se tiene que

mem (1492, 1066) = (1492 x 1066)/2 = 795236. .

1.8 Ecuaciones diofanticas lineales

En este curso trataremos algunas ecuaciones diofanticas (llamadas asi desde
el siglo tercero por el matemético de Alejandria, Diophantos): estas son ecua-
ciones en una o varias variables, para las que nos interesan solo sus solucio-
nes enteras. Unas de las mas simples son las ecuaciones diofinticas lineales
ax + by = c; utilizaremos algunas de las ideas anteriores para encontrar las
soluciones enteras x e y de estas ecuaciones. El siguiente resultado lo dio a
conocer el matematico indio Brahmagupta alrededor del ano 628:

Teorema 1.18 Sean a, b y ¢ enteros con a y b no ambos nulos, y sea d =
mcd (a,b). La ecuacion
ar +by =c
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admite soluciones enteras si, y solo si, ¢ es multiplo de d, en cuyo caso existen
infinitas. Estas son los pares
bn an

ZU:ZUO"‘Ea yzyo—7 (nGZ)

donde xq, 1Yo es una solucion particular.

Demostracién. El hecho de existir solucién si, y sélo si, d|c es sélo una
consecuencia del Teorema [1.13| Para la segunda parte del teorema, sea xg, yo
una solucién particular, es decir

axg + byg = c.
Si ponemos
n bn an
r=x9+ — =Yy — —
0 d ) Yy Yo d

donde n es un entero, se tiene que
bn an
ar +by =a Jfo‘i‘g +b(yo—7):a$0+by0:@

por lo que z, y también es solucién. (Obsérvese que z e y son enteros debido a
que d divide a a y a b). Se obtienen asi infinitas soluciones para los diferentes
valores de n. Para probar que sélo existen estas soluciones, sea x, y una
solucién tal que ax + by = ¢. Como azx + by = ¢ = axg + by, se tiene que

a(r — xo) + b(y — yo) =0,

en donde dividiendo por d se obtiene que

a

@ = 20) = =y~ 30). (1.3

Como a y b no son ambos nulos, podemos suponer que b # 0 (en caso contrario
intercambiamos los papeles de a y b en el resto de la demostracién). Como b/d
divide a ambos miembros de (|1.3)) y, por el Corolario , es primo con a/d,
debe dividir, por el Corolario [1.161-(b) a (z — ). De este modo,  —zy = bn/d

para algin entero n, es decir

n bn
T =To+ —.
T d
Sustituyendo este resultado en (1.3)) se tiene
b a abn
Tl =gl =55
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donde dividiendo por b/d (que es no nulo) obtenemos

B an
Y =1Yo d
[ ]

De este modo, podemos encontrar las soluciones de cualquier ecuacion diofantica
lineal ax 4 by = ¢ por el siguiente método:

(1) Calcular d = mcd (a,b), directamente o por el algoritmo de Euclides.

(2) Comprobar si d divide a ¢: si no lo divide, no existen soluciones y para-
mos aqui. Si lo divide, escribimos ¢ = de.

(3) Si d]|c utilizamos el método de la demostracién del Teorema para
encontrar enteros u y v tales que au + bv = d; entonces xy = ue, yo = ve
es una solucién particular de az + by = c.

(4) Utilizamos ahora el Teorema para encontrar la solucién general z, y
de la ecuacion.

Ejemplo 1.13 Consideremos la ecuacion
1492z + 1066y = —4,

en la que a = 1492, b = 1066 y ¢ = —4. En el paso (1) usamos el Ejemplo 1.3
para ver que d = 2. En el paso (2) comprobamos que d divide a ¢: en efecto,
¢ = —2d, por lo que e = —2. En el paso (3), haciendo uso del Ejemplo
escribimos d = —5 - 1492 4 7 - 1066; es decir, u = —5 y v = 7, por lo que
29 =(=b)-(-2)=10e yp =7 (—2) = —14 es una solucién particular de la
ecuacion. Por el Teorema [1.18] la solucién general es de la forma

1066 1492
D 104+533n, y=—14— 2

x =10+ =—14—-746n (neZ). O

Es frecuente interpretar geométricamente las ecuaciones diofanticas lineales
ax + by = c. Considerando los valores de x e y como reales, la grafica de
la ecuacién es una recta R en el plano xy. Los puntos (z,y) del plano con
coordenadas enteras son los puntos-red enteros, los vértices de una teselacion
del plano en cuadrados unitarios. Las parejas de enteros x e y que satisfacen la
ecuacién corresponden a los puntos-red (z,y) de R; por lo que el Teorema 1.13
asegura que R pasa por algin punto red si, y sélo si, d|¢, en cuyo caso pasa
por infinitos puntos red, que viene dados por los valores de x e y.
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El principal resultado que veremos en lo que resta del capitulo es el Teorema
Fundamental de la Aritmética (Teorema , el cual garantiza que cual-
quier entero n > 1 puede ser descompuesto, de forma tnica, como producto
de primos. Esto permite reducir muchos problemas tedrico-numéricos a cues-
tiones sobre numeros primos, por lo que dedicamos parte de este capitulo al
estudio de esta importante clase de ntmeros enteros. El segundo resultado
importante es el teorema de Euclides (Teorema sobre la existencia de
infinitos nimeros primos; este resultado es fundamental, ya que a lo largo
de este libro, daremos varias demostraciones totalmente diferentes de él para
ilustrar diferentes técnicas en la teoria de nimeros. Ademas de existir infi-
nitos nimeros primos, estos se distribuyen de forma bastante irregular entre
los enteros y hemos incluido algunos resultados que nos permiten predecir
déonde pueden encontrarse nimeros primos o donde aparecen frecuentemente:
algunos de estos resultados, como el Teorema de los Numeros Primos, tienen
bastante dificultad, y estan tratados sin demostracion.

1.9 Ntumeros primos y factorizacion

Definicién 1.7 Un entero p > 1 se dice que es primo si sus unicos divisores
son 1 y el propio p.

Notese que 1 no es primo. El niimero primo mas pequeno es el 2, y todos
los demés primos (3,5,7,11,...) son impares. Un entero n > 1 no primo (tal
como 4,6,8,9,...) se dice que es compuesto: dichos enteros pueden expresarse
de la forma n = ab donde 1 <a <ny 1l < b < n, es decir, donde a y b son
divisores propios de n.

Lema 1.19 Sea p primo y sean a y b enteros cualesquiera. Entonces

p es un divisor de a p divide a a
a) 6 b) p|lab = d
Py a son primos entre si. p divide a b.
Demostracion.

a) Por definicién med (a, p) es un divisor positivo de p, por lo que, al ser p
primo, debe ser 1 6 p. Si med (a,p) = p, como med (a, p) divide a a se
tiene que p|a; si med (a,p) = 1 los nimeros a y p son primos entre si.
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b) Supongamos que p|ab. Si p no divide a a, el apartado (a) implica que
mcd (a,p) = 1. La identidad de Bezout no dice entonces que 1 = au+pv
para algunos enteros u y v, por lo que b = aub + pvb. Como suponemos
que p|ab, divide también a aub y como divide evidentemente a puvb,
también divide a b como queriamos probar. [ |

Los dos apartados pueden fallar si p no es primo: por ejemplo, si p = 4,
a=6y0b=10. El Lema m(b) puede ser generalizado para el producto de
cualquier nimero de factores:

Corolario 1.20 Si p es primo y p diwvide a ay---ag, entonces p divide a a;
para algun 1.

Demostracién. Haremos induccion en k. Si k = 1 la hipdtesis es que p|ay,
por lo que la conclusién es automéaticamente cierta (para i = 1). Supongamos
ahora que k > 1 y que el resultado es cierto para todos los productos de k — 1
factores a;. Si denotamos por a = ay---ax_1 y b = a; entonces ay - - -a, = ab
y por tanto, p|ab. Por el Lema [1.19(b) se tiene que p|a o p|b. En el
primero de los casos, la hipétesis de induccién nos dice que p|a; para algun
i=1,...,k —1; en el segundo de los casos p|ax. En cualquiera de los casos
p|a; para algin i, como se pretendia probar. [ |

Como una aplicacién del Lema[1.19}-(b) consideremos el conjunto de los poli-
nomios con coeficientes enteros. Un polinomio f(x), de dicho tipo, es reducible
si f(x) = g(x)h(x), donde h(x) y g(x) son polinomios no constantes con coe-
ficientes enteros; en caso contrario, f(x) es irreducible.

Teorema 1.21 [Criterio de Eisenstein] Si f(z) = ap+a1x+---+a,z", donde
cada a; € Z, si p es un primo tal que p divide a ag,ay,...,0,—1 PETO NO @ Gy,
y si p* no divide a ag, entonces f(z) es irreducible.

Demostracién. Para probarlo supongamos que f(x) es reducible, es decir,
f(z) = q(z)h(z) con g(x) = by +bix+---+bx®, h(z) = co+cra+---+caty
s,t > 1. Como ag = bycy es divisible por p pero no por p?, uno y sélo uno entre
bo y ¢ es divisible por p; trasponiendo g(z) y h(x) si fuese necesario podemos
asumir que p divide a by pero no a c¢g. Ademas, p no divide a b,, ya que en
caso contrario dividiria a a, = bscy; por tanto, existe ¢ < s tal que p divide a
bo,b1,...,b;_1 pero no a b;. Ademas, a; = boc; + bic;_1 + -+ + bi_1¢1 + bico,
con p divisor de a; (yaquei < s=n—t <n)ydebyc;+---+b_ic1, por lo
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que p divide a b;cq. Entonces, el Lema m(b) implica que p divide a b; o a
¢o, lo cual es una contradiccion, por lo que f(x) debe ser irreducible. [ |

Ejemplo 1.14 El polinomio f(z) = 23 —4x+2 es irreducible, ya que satisface
el criterio de Eisenstein para p = 2. O

El siguiente resultado, conocido como Teorema Fundamental de la Aritméti-
ca explica la importancia de los nimeros primos: ellos son los bloques basicos
con los que se construye el edificio de los niimeros enteros.

Teorema 1.22 [Teorema Fundamental de la Aritmética] Cada entero n > 1
admite una descomposicion en factores primos

— M€l €k
n_pl pk7

donde py,...,pr son primos distintos y ey, ...,ex son enteros positivos; esta
factorizacion es unica, independientemente de las permutaciones de sus facto-
res.

(Por ejemplo, 200 admite la descomposicién en factores primos 2% - 5% o,
alternativamente, 5% - 23 si permutamos sus factores, pero no admite ninguna
otra factorizacién posible.)

Demostraciéon. Utilizaremos, en primer lugar, el principio de induccién com-
pleta para probar la existencia de la descomposicién en factores primos. Como
hemos asumido que n > 1, comenzaremos la inducciéon por n = 2. Como
siempre, este caso es ficil de probar: la requerida factorizaciéon es n = 2.
Asumamos ahora que n > 2 y que cualquier entero estrictamente contenido
entre 1 y n admite una descomposicion en factores primos. Si n es primo en-
tonces n = n' es la factorizacién buscada, por lo que podemos asumir que n es
compuesto, por lo que n = ab con 1 < a,b < n. Por la hipdtesis de induccién,
a y b admiten descomposiciones en factores primos, por lo que sustituyendo
estas en la ecuacién n = ab y asociando las potencias de cada factor primo p;,
obtenemos una descomposicion en factores primos de n.

Para probar que es tnica, supongamos que n admite las factorizaciones

n=pitpt =gl gl

donde py,...,pr Y q1, - - ., q son dos conjuntos diferentes de primos, y los expo-
nentes e; y f; son todos positivos. La primera factorizacion prueba que p; |n,
por lo que el Corolario m (aplicado a la segunda factorizacién) implica que
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p1|g; para algin j = 1,...,l. Permutando el orden de los factores primos
de la segunda factorizacién, podemos asumir que j = 1, es decir, que p; | ¢;.
Como ¢, es primo, se sigue que p; = ¢, por lo que cancelando dicho factor
primo de ambas factorizaciones obtenemos que
P Ips Lt = el ‘qul-

Reiterando este razonamiento, vamos emparejando primos en ambas factori-
zaciones y cancelandolos hasta que eliminemos todos los primos de una de las
factorizaciones. Si una de ellas se elimina antes que la otra, el resto de la fac-
torizacién que nos queda es una factorizacién de 1 como producto de primos
pi 0 ¢, lo cual es imposible ya que p;, g; > 1. Se tiene entonces que ambas fac-
torizaciones se cancelan simultaneamente, por lo que debemos cancelar cada
copia e; de cada factor primo p; con el mismo ntmero f; de copias de ¢;; es
decir, k = [, cada p; = ¢; (salvo permutacién de los factores) y cada e; = f;,
por lo que la descomposicién en factores primos de un entero n es tinica. ®

El Teorema [1.22| nos permite usar la factorizacion para el calculo de pro-
ductos, cocientes, potencias, maximos divisores comunes y minimos multiplos
comunes. Supongamos que los enteros a y b admiten las factorizaciones

y b=plt-pf

— €1 €k
a=py Py

(donde cada e;, f; > 0 permitiendo la posibilidad de que algun primo p; pueda
dividir a uno de los enteros a o b pero no a ambos). Tenemos entonces que

b = gt
h — er—fi . ex—Jfk ib
a/b = pi Dy (sib]a),
a™ = Pyt ppt,
med (a,b) = p{nln(elyfl) .. .pinln(ek»fk)’
mem (a,b) = p{nax(elvfl) . 'pinax(ek»fk).

donde min(e, f) y max(e, f) representan al minimo y al méximo de e y f
respectivamente. Desafortunadamente, realizar la factorizacion de un entero
grande puede requerir demasiado tiempo.

La siguiente notacién se utiliza muy a menudo: si p es primo, escribimos
p°¢||n para indicar que p¢ es la mayor potencia de p que divide a n, es decir,
p¢ divide a n pero p¢™! no. Por ejemplo, 23 || 200, 52|/200 y p°|| 200 para



26 Aritmética entera

cualquier primo p # 2,5. El anterior resultado prueba que si p°||a v p/||b
entonces p°*/ || ab, p*~/ || a/b (si b|a), p™©||a™, etc.

El siguiente resultado parece obvio e intranscendente, pero en posteriores
capitulos veremos que puede ser extraordinariamente 1til, especialmente para
el caso m = 2:

Lema 1.23 Si a;,...,a, son enteros positivos primos dos a dos y ay---a,
es una potencia m-ésima para algin entero m > 2, entonces cada a; €s una
potencia m-ésima.

Demostracion. De la férmula dada mas arriba para a™ se deduce que un
entero positivo es una potencia m-ésima si, y solo si, el exponente de cada
factor primo de su factorizacién es divisible por m. Si a = ay---a,, donde
cada los factores a; son primos dos a dos, cada potencia prima p® que aparezca
en la factorizacién de cualquiera de los a; también aparece como la misma
potencia de p en la factorizacion de a; como a es una potencia m-ésima, e es
divisible por m, por lo que a; es también una potencia m-ésima. [ |

Por supuesto, es esencial la condicion de que aq, ..., a, sean primos dos a dos
ya que, por ejemplo, ni 24 ni 54 son cuadrados perfectos y, sin embargo, su
producto 24 x 54 = 1296 = 362 si lo es.

Podemos utilizar la factorizacién para generalizar el clasico resultado (cono-
cido por los Pitagéricos en el siglo V a.C.) de que v/2 es irracional. Un nimero
racional es un numero real de la forma a/b donde a y b son enteros y b # 0;
todos los demds ntimeros reales son irracionales . Un cuadrado perfecto es un
entero de la forma m = n? donde n es un entero.

Corolario 1.24 Si un nimero positivo m no es un cuadrado perfecto, enton-
ces \/m es irracional.

Demostracion. Es suficiente con probar el reciproco, es decir, si v/m es ra-
cional entonces m es un cuadrado perfecto. Supongamos que \/m = a/b donde
a vy b son enteros positivos. Entonces

m = a?/b’.
Si a y b admiten las factorizaciones

v ob=pltopft

— €1 €k
a=py Py
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tenemos que
261—2f1 2€k_2fk
m = pj R 3

es la factorizaciéon de m. Obsérvese que cada primo p; aparece un nimero par
de veces en dicha factorizacién y que e; — f; > 0 para cada ¢, por lo que

m = <pti1—f1 . 'ka—fk>

es un cuadrado perfecto. [ |

2

1.10 Distribucién de primos

El Teorema de Euclides de la existencia de infinitos niimeros primos es una de
los mas antiguos y atractivos en matematicas. En este libro daremos algunas
demostraciones diferentes de este resultado, muy diferentes en el estilo, para
ilustrar algunas importantes técnicas en teoria de nimeros. (Es conveniente,
y en absoluto una pérdida de tiempo, dar diferentes demostraciones de un
mismo resultado, ya que uno puede adaptar dichas demostraciones para dar
diferentes generalizaciones). Nuestra primera demostracién (la més simple) se
encuentra en el Libro IX de los Elementos de Euclides.

Teorema 1.25 [Teorema de Euclides| Ezisten infinitos nimeros primos.

Demostracion. Lo demostraremos por reduccion al absurdo: suponemos que
s6lo existe un nimero finito de primos y llegamos a una contradiccion, por lo
que debe existir una cantidad infinita de ellos.

Supongamos que sélo existen los primos p1,ps, ..., pr. Sea

m = pip2---pr + 1.

Como m es un entero mayor que 1, el Teorema Fundamental de la Aritmética
(Teorema implica que es divisible por algin primo p (incluyendo la po-
sibilidad de que m = p). Segun nuestra hipétesis, el primo p ha de ser uno de
los primos py,pa, ..., Pk, por lo que p divide al producto pips - - - pr. Como p
divide a m y a p1ps - - - pr. debe dividir a m — pips - - - p = 1, lo cual es imposi-
ble. Deducimos de aqui que nuestra hipotesis es falsa, por lo que deben existir
infinitos ntimeros primos. [ |

Podemos usar esta demostraciéon para obtener un poco mas de informacion
sobre la frecuencia con que aparecen los niimeros primos. Sea p,, el n-ésimo
ndmero primo (en orden creciente), es decir, py = 2, po = 3, p3 = 5, y asi
sucesivamente.
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Corolario 1.26 El n-ésimo primo p, satisface que p, <22 para todo n>1.

(Esta estimacion es muy débil, ya que en general p,, es significativamente més
~ 2n71 . 23 . ,
pequeno que 2° : por ejemplo 2% = 256, mientras que p4 sélo es 7. Pronto
veremos otras estimaciones mejores. )

Demostracion. Utilizaremos la inducciéon completa en n. El resultado es
cierto para n = 1, yva que p; = 2 = 22", Supongamos que el resultado es
cierto para cada n = 1,2,...,k. Como en la demostracion del Teorema 2.6,
p1p2 - - - pr + 1 debe ser divisible por algin primo p; este primo no puede ser
ninguno de los py, ps, . . ., Pr, ya que entonces dividiria a 1 lo cual es imposible.
Debe existir entonces un nuevo primo p mayor o igual que el k+ 1-ésimo primo
Pr+1, €s decir

it <P <pipe---pr+1<22.92 .92 4] = olt2He21 4 g
— 92F-1 +1
= %-22’“+1§22’“.

(Hemos utilizado aqui la hipdtesis de induccion, es decir p; < 22! para ¢ < k,
ala vez que la suma de una progresién geométrica 142444 --+2F"1 =2~ 1),
Esto prueba la desigualdad para n = k + 1, por lo que por induccién es cierto
para cualquier n > 1. [

Para cualquier nimero real > 0, sea 7(z) el nimero de primos p < z;
asf, por ejemplo, (1) = 0, 7(2) = (23) = 1, y 7(10) = 4. Denotemos por
lgz = log, el logaritmo en base 2 de z definido por y = lgx si = 2¥ (por
ejemplo g8 =3y Ig(3) = —1).

Corolario 1.27 =(z) > |lg(lgx)] + 1.

Demostracién. |lg(lgz)] + 1 es el mayor entero n tal que 22" '< z. Por el
Corolario [1.26] existen, al menos, n primos pi, pa, . . ., pn < 22" Estos primos
son todos menores o iguales a x, por lo que w(z) > n = |lg(lgz)]| + 1. [ ]

Al igual que el anterior, este resultado es muy débil, y m(z) es, en general,
mucho mayor que |lg(lg ) |[4+1; por ejemplo, si z =10 entonces |lg(lg x) [+1=5,
mientras que el nimero de primos p < 10° no es 5 sino, aproximadamente,
5 x 107. Basandose en una extensiva lista de primos, Gauss conjeturé en 1793
que 7(z) viene dado, aproximadamente, por la funcién

) /I dt
liz = —
9 Int
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0, equivalentemente, por x/Inz, en el sentido de que

()

— 1 como x — o0.
z/Inz

(Aqui, Inz = log, z es el logaritmo natural [["¢~'dt de ). Este resultado,
conocido como Teorema de los Nimeros Primos, fue probado finalmente por
Hadamard y por Vallé Poussin en 1896. Esta demostracion escapa de las
pretensiones de este curso; ver Hardy y Wright (1979) o Rose (1988), por
ejemplo. Uno puede interpretar el Teorema de los Nimeros primos como un
reflejo de que la proporcién 7(x) /| x| de primos entre los enteros positivos i < z
es aproximadamente 1/ In z para grandes . Como 1/Inx — 0 cuando z — oo,
esto prueba que los primos son menos frecuentes entre grandes enteros que
entre enteros pequenos. Por ejemplo, existen 168 primos entre 1 y 1000, luego
135 primos entre 1001 y 2000, luego 127 entre 2001 y 3000, y asi sucesivamente.

Podemos usar el método de la demostracion del Teorema [1.25]| para probar
que ciertos conjuntos de enteros contienen infinitos niimeros primos, como en
el siguiente teorema. Cualquier entero impar debe dar de resto 1 6 3 cuando
lo dividimos por 4, por lo que deben tener la forma 4q + 1 6 4g + 3 para algin
entero q. Como (4s+1)(4t+1) = 4(4st+s+1t)+1, el producto de dos enteros
de la forma 4¢g 4+ 1 tiene también la misma forma y, por induccién, el producto
de cualquier nimero de enteros de esta forma.

Teorema 1.28 Fuxisten infinitos numeros primos de la forma 4q + 3.

Demostracion. Lo demostraremos por reducciéon al absurdo. Supongamos
que soOlo existe un numero finito de primos de esta forma, que denotaremos
por pi,...,pg. Sea m = 4py ---p, — 1, por lo que m también es de la forma
4g+3 (con ¢ = py -+ - pr — 1). Como m es impar, también debe serlo cualquier
primo p que divida a m, por lo que p debe tener la forma 4¢ + 1 6 4g + 3
para algin ¢. Si todos los primos p que dividen a m son de la forma 4¢q + 1
entonces m debe tener también esa forma, lo cual es falso. Por tanto, m
debe ser divisible, al menos, por un primo p de la forma 4q + 3. Segun nuestra
hipotesis, debe ser p = p; para algin ¢, por lo que p divide a 4p; - - -pp.—m =1,
lo cual es imposible. Esta contradiccion prueba el resultado. [ |

También existen infinitos nimeros primos de la forma 4¢ + 1; sin embargo,
la demostracién es un poco mas sutil, por lo que no la afrontaremos en este

curso. (;Dénde falla el método de la demostracién del Teorema en este
caso?)
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Estos resultados son todos casos particulares de un teorema general demos-
trado por Dirichlet en 1837 sobre ntimeros primos en progresién aritmética.

Teorema 1.29 Sia y b son enteros primos entre si, existen infinitos nimeros
primos de la forma aq + b.

La demostracién utiliza técnicas avanzadas, por lo que la omitiremos aqui;
puede encontrarse en algunos libros como, por ejemplo, en Apostol (1976).
Obsérvese que el teorema falla si a y b tienen maximo comun divisor d > 1,
ya que cualquier entero de la forma aq + b es divisible por d, por lo que, a lo
sumo, uno de ellos puede ser primo.

A pesar de los resultados anteriores probando la existencia de conjuntos in-
finitos de primos, es dificil dar ejemplos explicitos de tales conjuntos infinitos
ya que los ntimeros primos aparecen con mucha irregularidad dentro de los
enteros. Por ejemplo, el intervalo entre primos consecutivos puede ser arbi-
trariamente grande. Como extremo opuesto, aparte del intervalo 1 entre los
primos 2 y 3, el menor intervalo posible es 2 entre las parejas p y p+ 2 denomi-
nadas primos gemelos . Existen bastantes ejemplos de primos gemelos, como
3y 50641 y43, lo que puede dar pie a la conjetura de la existencia de infinitas
parejas de primos gemelos, pero nadie ha sido capaz de probarlo todavia.

Otra cuestion abierta concerniente a los nimeros primos es la Conjetura de
Goldbach que dice que cualquier entero par n > 4 es suma de dos primos: por
ejemplo 4 =2+ 2,6 =3+ 3, 8 = 3+ 5 y asi sucesivamente. La evidencia
para este resultado es bastante fuerte, sin embargo, el resultado mas general
en la direccién de dicha conjetura es un teorema de Chen Jing-Run (1973) que
dice que cualquier entero par, suficientemente grande, es de la forma n = p+q
donde p es primo y ¢ es el producto de, a lo mas, dos primos. De manera
analoga, Vinogradov prueba en 1973 que cualquier entero impar, suficiente-
mente grande, es la suma de tres primos, por lo que se deduce que cualquier
entero par, suficientemente grande, es la suma de, a lo més, cuatro primos.

1.11 Primos de Fermat y Mersenne

Para encontrar ejemplos especificos de primos, parece razonable observar
los enteros de la forma 2™ &+ 1, ya que muchos primos pequenos, tales como
3,5,7,17,31,..., tienen esa forma.

Lema 1.30 Si 2™ + 1 es primo, entonces m = 2" para algun entero n > 0.
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Demostracion. Probaremos el reciproco, es decir, si m no es una potencia
de 2, entonces 2™ + 1 no es primo. Si m no es una potencia de 2, entonces
es de la forma 2"¢ para algin ¢ > 1 impar. Como el polinomio f(t) =7+ 1
tiene la raiz t = —1, es divisible por t 4+ 1; ademas, esta es un factor propio,

2n . .
observamos que el polinomio

ya que ¢ > 1, por lo que poniendo t = x
g(z) = f(2*") = 2™ + 1 tiene el factor propio 2" + 1. Haciendo z = 2 vemos
que 22" + 1 es un factor propio del entero g(2) = 2™ + 1, por lo que no puede

ser primo. [ |

Los numeros de la forma F,, = 2%" 4+ 1 se denominan nimeros de Fermat
y aquellos que son primos se denominan primos de Fermat. Fermat conje-
turé que F,, es primo para cualquier n > 0. Para n = 0,...,4 los niimeros
F, = 3,5,17,257,65537 con realmente primos pero en 1732 Euler probd que
el siguiente niimero de Fermat

Fy = 2% 41 = 4294967297 = 641 x 6700417

es compuesto. Los nimeros de Fermat han sido estudiados exhaustivamente,
con frecuencia con la ayuda de ordenadores, pero no ha sido encontrado ningin
otro primo de Fermat. Es concebible que existan mas ntimeros primos de Fer-
mat (presumiblemente infinitos) aunque no hayan sido encontrados todavia,
pero la evidencia no es convincente. Estos primos son importantes en geo-
metria: en 1801 Gauss probd que un poligono regular de k lados puede ser
dibujado con regla y compaés si, y sélo si, k = 2°p; - - - p, donde pq, ..., p, son
distintos primos de Fermat.

Aunque sélo algunos de los nimeros de Fermat sean primos, el siguiente
resultado muestra que sus divisores abarcan un conjunto infinito de primos.

Lema 1.31 Distintos numeros F,, de Fermat son mutuamente primos entre
st.

Demostracién. Sea d = med (F,, F,1x) el maximo comun divisor de dos
niumeros de Fermat F,, v Fj,. con k > 0. El polinomio 22— 1 posee la raiz
x = —1, por lo que es divisible por z + 1. Poniendo z = 22" vemos que F,
divide a F,, x — 2, por lo que d divide a 2 y, por tanto, d es 1 6 2. Al ser
impares todos los numeros de Fermat, se tiene que d = 1. [ |

Esto nos proporciona otra demostraciéon del Teorema yva que se deduce
del Lema que cualquier conjunto infinito de niimeros de Fermat debe
contener infinitos factores primos diferentes.

Teorema 1.32 Stm > 1 ya™ — 1 es primo, entonces a =2 y m es primo.
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Los enteros de la forma 2P — 1, con p primo, se denominan numeros de
Mersenne desde que Mersenne los estudiara en 1644; aquellos que son primos,
se denominan primos de Mersenne. Para los primos p = 2,3, 5,7, los niimeros
de Mersenne

M, =3,7,31,127

son primos, pero M;; = 2047 = 23 x 89, por lo que M, no es primo para
cualquiera que sea el primo p. Hasta ahora han sido encontrados 39 primos
de Mersenne. El ultimo conocido fue dado a conocer el 14 de noviembre de
2001 por Michael Cameron y se trata del ntimero Misuge017 = 213469917 — 1 que
tiene 4053946 digitos. En el tema siguiente veremos un test determinista de
primalidad eficiente para nimeros de Mersenne.

Como en el caso de los numeros primos de Fermat, no se conoce si existen
infinitos primos de Mersenne. Existe un resultado similar al Lema [1.31], por el
que distintos niimeros de Mersenne son coprimos.

1.12 Test de primalidad y factorizacion

Existen dos problemas précticos en relacién a la teoria que hemos considerado
en este capitulo:

(1) ;Cémo se determina cuando es primo un nimero entero n?

(2) {Cémo se descompone en factores primos un nimero entero dado n?

En relacion al primero de los problemas, conocido como test de primalidad,
tenemos:

Lema 1.33 Un enteron > 1 es compuesto si, y solo si, es divisible por algin
primo p < \/n.

Demostracién. Si n es divisible por algin primo p con 1 < p < \/n < n se
cumple que n es compuesto. Reciprocamente, si n es compuesto, es n = ab
donde 1 <a <ny1l<b<mn;al menos uno de los dos (a 6 b) ha de ser menor
o igual que v/n (de lo contrario, ab > n) y dicho factor ha de ser divisible por
algiin primo p < y/n, el cual también divide a n. [ |

Por ejemplo, si queremos ver si 97 es primo, probamos si es divisible por
alguno de los primos p < /97, a saber: 2, 3, 5y 7. Este método requiere
testar si un entero n es divisible por varios primos p. Para ciertos primos
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pequenos existen reglas, basadas en propiedades del sistema de numeracion

decimal. En notacién decimal, escribir un nimero entero positivo n de la
Y

forma apag_1 ... aiag, quiere decir que

n=a10" + ap_110F 1+ - + 410 + ag

donde ay, ..., a; son enteros con 0 < a; < 9 para cualquier 7, y ap # 0. De
aqui podemos deducir que un numero es divisible por 2 si, y soélo si, ag es
divisible por 2, es decir, si ag = 0,2,4,6 6 8; de forma analoga, n es divisible
por 5 si, y sélo si, ag = 0 6 5. Con un poco mas de ingenio podemos encontrar
test de divisibilidad por 3 y por 11. Si desarrollamos 10° = (9 + 1)" por el
Teorema del Binomio encontramos un entero de la forma 9¢ + 1; sustituyendo
este resultado para cada i vemos que

n=9m-+a,+ar_1+---+a +ag
para algtin entero m, por lo que n es divisible por 3 si, y sélo si, la suma
n' =ap+a1+-+a +ag

de sus digitos es divisible por 3. Por ejemplo, si n = 21497, dado que n’ =
24+ 144+9+7=23no es divisible entre 3, tampoco lo es n. (En general,
si no es obvio si n’ es divisible entre 3, podemos considerar la suma de sus
digitos n” = (n') y repetir el proceso las veces que sea necesario). De manera
andloga, poniendo 10" = (11 — 1)* = 11q + (—1)" se puede ver que

n=1Im+ (=) a, + (=1)"ap_1 + - — a1 + ag

para algtin entero m, por lo que n es divisible por 11 si, y sélo si, la suma
alternada
Tl* = (—1)kak + (—1)k’1ak,1 + - —ap; + agp

de sus digitos, es divisible por 11. Asi el nimero n = 21497, dado que n* =
2—144—9+7=3, no es divisible entre 11. Para primos p # 2,3,5 y 11
debemos dividir n entre p y ver si el resto es 0.

Este método es efectivo para bastantes enteros n pequenos, ya que no hay
que considerar demasiados niimeros primos p, pero cuando n se hace grande se
necesita demasiado tiempo: por el Teorema de los Niimeros Primos, el nimero
de primos p < y/n viene dado por

L Vi
m(vn) = In(v/n) Inn’
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En criptografia (estudio de los cdigos secretos), se utilizan con regularidad
enteros con algunos cientos de digitos decimales; si, por ejemplo, n ~ 10!,
este método requiere testar alrededor de 8 - 104" nimeros primos y hasta las
mas avanzadas supercomputadoras tardarian un tiempo mayor que el estimado
para la edad del universo (alrededor de 15000 millones de afos) en realizar di-
cha tarea. Afortunadamente, existen otros algoritmos alternativos (utilizando
algunas sofisticadas teorfas de nimeros), para testar la primalidad de muchos
enteros grandes, mas eficientes. Algunos de estos test rapidos son algoritmos
probabilisticos, tales como el de Solovay-Strassen, el cual siempre detecta si
un nimero entero es primo, pero puede declarar, incorrectamente, como primo
un numero compuesto; esto puede parecer un defecto desastroso, pero de he-
cho, la probabilidad de que esto ocurra es muy pequena (tan pequena como
la probabilidad de un error computacional debido a un fallo de la maquina),
por lo que, en la practica, resulta ser muy seguro. Para detalles sobre test de
primalidad y criptografia, ver Koblitz (1994) y Kranakis (1986).

La criba de Eratostenes es una forma sistematica de construir la lista de
los nimeros primos existentes hasta un entero dado N. Se escribe, en pri-
mer lugar, la lista de enteros 2,3,..., N en orden creciente. Subrayamos el
2 (que es primo) y eliminamos todos los miltiplos de 2 tales como 4,6,8, ...
(por ser compuestos). El primer entero, posterior a 2, que no ha sido elimi-
nado es 3: este es primo, por lo que lo subrayamos y eliminamos todos sus
multiplos 6,9,12,.... En la siguiente etapa subrayamos 5 y eliminamos todos
sus multiplos 10, 15,20, .... Continuamos de esta forma hasta que todos los
elementos de la lista hayan sido o bien subrayados o bien eliminados. En cada
etapa, el primer entero que no ha sido eliminado debe ser primo, ya que de lo
contrario habria resultado eliminado por ser multiplo de alguno de los primos
anteriores, por lo que sélo los primos apareceran subrayados y, reciprocamente,
todos los primos de la lista apareceran subrayados, por lo que al finalizar el
proceso, aparecen subrayados todos los primos p < N. (De hecho, podemos de-
tener el proceso cuando eliminamos todos los multiplos de los primos p < v/N,
ya que el Lema [I.33] implica que todos los elementos no eliminados de la lista
en ese momento, han de ser primos).

El segundo problema practico, el de la factorizacion es mucho mas complejo
que el del test de primalidad. (No puede ser més facil ya que la factorizacion
requiere, en primer lugar, conocer si el nimero es o no primo). En teoria, po-
demos realizar la factorizacion de un entero n estudiando su divisibilidad por
los primos 2,3,5. .. hasta encontrar un primer factor primo p; reemplazando
n por n/p y repitiendo el proceso, buscamos el primer factor de n/p; de esta
forma obtenemos todos los factores de n con sus multiplicidades. Este algo-
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ritmo no es, en absoluto, efectivo para nimeros grandes, ya que si n es grande,
nos encontramos con los mismos problemas que en el test de primalidad, pues
existen demasiados primos por los que probar. Existen métodos mas sutiles
para la factorizacion, pero hasta ahora, el mejor de los algoritmos conocidos
no puede, en la préictica, factorizar enteros de varios cientos de digitos (aunque
nadie ha probado aiin que nunca pueda encontrarse un algoritmo eficiente).
Un método criptografico muy efectivo (conocido como sistema de clave piiblica
RSA, debido a sus inventores Rives, Shamir y Adleman, 1978) estd basado en
el hecho de que es relativamente facil calcular el producto n = pq de dos primos
p v q muy grandes, pero extremadamente dificil el proceso inverso, es decir,
obtener p y ¢ a partir de n. Estudiaremos este método con més detalle en el
Capitulo 2.

1.13 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1 Probar que para cualquier entero positivo n, se verifica que

1+34+---+(2n—1)=n
Ejercicio 1.2

a) Hacer una tabla de valores de S, = 13+ 23+ ... +n3 para 1 <n < 6.
b) Inducir de la tabla una férmula para S,.

¢) Demostrar por induccién matemética la validez de la férmula anterior.
Si no se consigue, repetir la etapa b.

Ejercicio 1.3 Demostrar por induccién que si u, es la sucesién definida por:
up =3, ug =5, Uy = 3up_1 — 2uy_o (Vn > 3)

entonces, u,, = 2" 4+ 1 para cualquier entero positivo n.

7 n
Ejercicio 1.4 Probar mediante induccion completa que a,, < (Z) VneZt

a; = 1, a9 = 3
donde (a,,) es la sucesién definida por

Ap = Qp1+ Qp_o VYN >3
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Ejercicio 1.5 Se considera la sucesién definida por

ug =9, u; =12

Uy = DUp_1 — 66U,y VN > 2

Probar que u,, > 2(2"+3") Vn > 0.

Ejercicio 1.6 ;,Qué restos se pueden obtener al dividir un cuadrado perfecto
entre 37, ;y entre 57, jy entre 67

Ejercicio 1.7 ;Si a divide a b, y ¢ divide a d, debe a + ¢ dividir a b+ d?

Ejercicio 1.8 Probar o encontrar un contraejemplo a las siguientes implica-
ciones

a)  a|v* = alb

b)  a?|b® = alb
Ejercicio 1.9 Expresar mcd (1485, 1745) de la forma 1485u + 1745v.
Ejercicio 1.10 Probar que c|a y c|b si, y sélo si, ¢| med (a,b).

Ejercicio 1.11 Sea A= {(«,3) € ZxZ : aa+ b= d} donde ay bson dos
enteros positivos y d = med (a, b).

a) Probar que si (a, 3) € A entonces, « es primo con [3.

b) Probar que si a y b son primos entre si y los pares (aq,31) v (a2, 52)
pertenecen a A, existe k € Z tal que

@2:Q1+kb ﬁzzﬁl—k’a
c) Probar que, en general, si (a1, 1), (a9, 32) € A existe k € Z tal que

b a
a2:a1+k3 52:61—193
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Ejercicio 1.12 Probar que se verifica la igualdad

med (aq, ..., a;) = med (med (aq,a2), as, ..., a)
y que si ay,as, ..., a; son enteros no nulos, existen enteros uq, ..., u; para los
que mcd (ay,...,ax) = ajug + - -+ + agug. Encontrar dicha expresién cuando

k =3 con a; = 1092, as = 1155 y a3 = 2002.
Ejercicio 1.13 Hallar med (910, 780, 286, 195).

Ejercicio 1.14 Probar que ¢ es un multiplo comun de a y b si, y sélo si, es
un multiplo de m = mem (a, b).

Ejercicio 1.15 Sean a y b dos niimeros enteros positivos. Demostrar que si
m = mecm (a,b), entonces med (m/a,m/b) =1

Ejercicio 1.16 ;Tiene soluciones enteras la ecuacién 12z + 21y = 467 Jus-
tifiquese la respuesta.

Ejercicio 1.17 Hallar la solucion general de la ecuacion 1485z + 1745y = 15.

Ejercicio 1.18 Encontrar todas las soluciones positivas de la ecuacién dio-
fantica lineal 5x + 12y = 71.

Ejercicio 1.19 Se desean cambiar 5.000 pesetas en ddlares y marcos alema-
nes. Suponiendo que el cambio se estima en 150 pesetas el délar y 80 pesetas
el marco aleman, encontrar todos los posibles cambios que pueden realizarse.

Ejercicio 1.20 Siag,...,a; y ¢ son nimeros enteros, jcuando tiene soluciones
enteras x1,...,x; la ecuacién diofantica a;x + - - - + apxy = c?

Ejercicio 1.21 Sea ¢ € Z* con 10 < ¢ < 1000.

a) Determinar el minimo valor de ¢ para el que la ecuacién 84z + 990y = ¢
admite soluciones. Resolverla en dicho caso.

b) ;Existe algtin valor de ¢ (en el rango especificado) para el que dicha
ecuacion admita soluciones positivas?
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Ejercicio 1.22 Una determinada empresa desea emitir un anuncio por 2 cade-
nas de television con el objetivo de que sea visto diariamente por 910 personas.
Al realizar un estudio de audiencia de las dos cadenas se sabe que cada vez que
se emite en la primera cadena CTV1 va a ser visto por 325 personas, mientras
que en la segunda CTV2 sélo sera visto por 26. ;Cuantas veces al dia debe
emitirse en cada una de las cadenas para cubrir el objetivo previsto de las,
exactamente, 910 personas teniendo en cuenta que CTV1 cobra 100000 ptas.
cada vez que lo emite y CTV2 sé6lo cobra 100007

Ejercicio 1.23 Probar que si a y b son enteros con b # 0, existe un tinico par
de enteros ¢ y r tales que a = ¢b+ry —|b|/2 < r < |b|/2. Utilizar dicho
resultado para dar un algoritmo alternativo al de Euclides para el calculo del
méximo comun divisor (algoritmo del minimo resto).

Ejercicio 1.24 Determinar el valor del med (1066, 1492) y med (1485, 1745)
mediante el algoritmo del minimo resto y comparar el niimero de pasos reque-
ridos por este algoritmo con los que se requieren con el algoritmo de Euclides.

Ejercicio 1.25 Probar que si a y b son enteros positivos primos entre si,
cualquier entero ¢ > ab tiene la forma ax + by donde x e y son enteros no
negativos. Probar que el entero ab — a — b no tiene esta forma.

Ejercicio 1.26 Probar que si p es primo y p|a¥, entonces p|a y, por tanto,
pk | ak; jes también valido si p es compuesto?

Ejercicio 1.27 Aplicar el criterio de Eisenstein para probar que el polinomio
P(z) = 2% — 4z + 2 es irreducible.

Ejercicio 1.28 Probar que el polinomio P(z) = 22+ x + 1 es irreducible. ;Se
pude aplicar, en este caso, el criterio de Eisenstein?

Ejercicio 1.29 ;Cuadles de las siguientes proposiciones son verdaderas y cua-
les falsas, donde a y b son enteros positivos y p primo? En cada caso, dar una
demostracion o un contraejemplo.

a) Si med (a,p®) = p entonces med (a?, p?) = p°.

b) Si med (a,p?) = p y med (b, p?) = p? entonces med (ab, p*) = p>.

c¢) Simed (a,p?) = py med (b, p?) = p entonces med (ab, p*) = p?.
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d) Si med (a, p?) = p entonces mced (a + p, p?) = p.

Ejercicio 1.30 Probar que cualquier nimero primo p # 3 es de la forma
3q+ 1 6 3qg+ 2 para algin entero ¢q. Probar que existen infinitos primos de la
forma 3q + 2.

Ejercicio 1.31 Encontrar cinco enteros compuestos consecutivos. Probar que
para cada entero k > 1 existe una secuencia de k enteros compuestos conse-
cutivos.

Ejercicio 1.32 Probar que si a > 2 y a™ + 1 es primo (como por ejemplo
37 = 6% + 1), entonces a es par y m es una potencia de 2.

Ejercicio 1.33 Probar que sim > 1y a™ — 1 es primo, entonces a =2y m
es primo.

Ejercicio 1.34 Usar la criba de Eratéstenes para hallar todos los primos me-
nores que 100.

Ejercicio 1.35 Evaluar el ntimero de Mersenne M;5 = 2'3 — 1. ;Es primo?

Ejercicio 1.36 Utilizar un ordenador, o una calculadora programable, para
factorizar 3992003. (jA mano podrian tardarse varios anos!).

Ejercicio 1.37 ;Para qué primos p es también primo p* + 17?

Ejercicio 1.38 ;Cual es la relacién entre el niimero de ceros en que termina
la expresion decimal de un entero n y su descomposicion en factores primos?
Encontrar el correspondiente resultado para la expresiéon de n en base b (donde
escribimos n = Zf:o a;b" con 0 < a; < b).

Ejercicio 1.39 Probar que si p > 1y p divide a (p — 1)! + 1, entonces p es
primo.

Ejercicio 1.40 Se consideran los ntimeros de Fermat F,, = 22" + 1. Probar
que para cualquier n > 1 se verifica que

F(]Fl"'Fn,1 = Fn —2
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Ejercicio 1.41 Usar la identidad 27 —1 = (27 —1)(265=Dr4-20=2r ... 197 4 1)
para demostrar que si 2" — 1 es primo entonces n es primo. Encontrar un
contraejemplo a la afirmacion reciproca.

Ejercicio 1.42 Demostrar que todo niimero primo mayor que 3 es de la forma
6n+ 1 o 6n 4+ 5.

Ejercicio 1.43 Probar que si n,q > 1, el nimero de multiplos de ¢ entre
1,2,...,n es [n/q|. Utilizar este resultado para probar que si p es primo y
p° || n!, entonces

e = n/p] + |n/p*] + [n/p°] +---.
Ejercicio 1.44 ;En cuantos ceros termina la expresion decimal de 1000!?

Ejercicio 1.45 Contestar razonadamente a las siguientes cuestiones indepen-
dientes.

a) {Es cierto que dos nimeros enteros positivos y consecutivos son siempre
primos entre si? ;y dos impares consecutivos?

b) Se dice que dos niimeros primos son gemelos si son impares consecutivos,
por ejemplo 3y 5,5y 7, 11 y 13, etc. ;Es posible encontrar tres niimeros
impares consecutivos (ademds de 3, 5 y 7) de forma que los tres sean
primos?

c) ;Puede hacerse la diferencia entre dos ntiimeros primos consecutivos tan
grande como se quiera (mayor que cualquier entero positivo n por grande
que éste sea)?



2. Aritmética modular

En este capitulo estudiaremos la aritmética modular, es decir, la aritmética de
las clases de congruencias, la cual simplifica los problemas teérico-numéricos
sustituyendo cada entero por el resto de dividirlo entre un entero positivo
fijo n. Esto produce el efecto de sustituir el conjunto infinito Z de niimeros
enteros por un conjunto Z, que soélo contiene n elementos. Encontraremos
que se pueden sumar, restar y multiplicar los elementos de Z,, (igual que en
Z), aunque encontramos algunas dificultades en la divisién. De este modo, Z,
hereda mucha de las propiedades de Z, pero al tratarse de un conjunto finito es
mas facil trabajar con ellos. Después de un minucioso estudio de las ecuaciones
lineales en congruencias (andlogas en Z,, a la ecuacién ax = b), consideraremos
sistemas lineales de congruencias, que es donde el Teorema Chino del Resto y
sus generalizaciones juegan un importante papel.

El interés de este tema para un estudiante de Informaética, independiente-
mente de los problemas planteados, responde a que cuando se utiliza una
maquina binaria, supongamos de 8 bits, ésta trabaja con registros de memo-
ria compuestos de 8 casillas para almacenar ceros y unos. Cuando tiene las
ocho ocupadas por unos y se suma 1 convierte todas sus casillas en ceros y
el uno que deberia obtenerse a la izquierda se pierde por no tener capacidad
para almacenarlo, por lo que para dicha maquina 11111111 + 1 = 0 es decir,
2554+ 1 =0 o lo que es lo mismo, para la maquina es 256 = 0. Esto se debe a
que una maquina binaria trabaja con aritmética modular y no con aritmética
entera.

2.1 Aritmética modular

Muchos problemas en los que se requieren enteros muy grandes pueden sim-
plificarse con una técnica denominada aritmética modular, en la que se utilizan
congruencias en vez de ecuaciones. La idea bésica es elegir un determinado
entero n (dependiendo del problema), llamado mddulo y sustituir cualquier
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entero por el resto de su division entre n. En general, los restos son pequenos
y, por tanto, es facil trabajar con ellos. Antes de entrar en la teoria general,
veamos dos ejemplos sencillos.

Ejemplo 2.1 Si contamos 100 dias a partir de hoy, jen qué dia de la semana
caera? Podemos resolver esta cuestién cogiendo un calendario y contando 100
dias, pero un método mas sencillo es utilizar el hecho de que los dias de la
semana se repiten en ciclos de 7. Como 100 = 14 x 7 + 2, dentro de 100
dias sera el mismo dia de la semana que dentro de dos dias y ésto es facil de
determinar. Aqui hemos tomado n = 7 y hemos reemplazado 100 por el resto
de su division entre 7, es decir, por 2. 0

Ejemplo 2.2 ;Es 22051946 un cuadrado perfecto? FEsto se puede resolver
calculando v/22051946 y viendo si se obtiene un niimero entero, o alternativa-
mente, elevando al cuadrado varios enteros y ver si puede obtenerse 22051946,
pero es mucho mas sencillo ver que este nimero no puede ser un cuadrado
perfecto. En el Capitulo [1| (Ejemplo se prob6 que un cuadrado perfecto
debe dar de resto 0 6 1 cuando se divide por 4. Para trabajar sélo con dos
digitos podemos ver que

22051946 = 220519 x 100 4 46 = 220519 x 25 x 4 + 46

nos da el mismo resto que 46, y como 46 = 11 x 4 + 2, el resto es 2. Se
sigue de ahi que 22051946 no es un cuadrado perfecto. (Naturalmente, si el
resto hubiese sido 0 6 1, no podriamos afirmar que se trata de un cuadrado
y deberfamos utilizar otro método para comprobarlo). En este cason =4y
reemplazamos 22051946 primero por 46 y mas tarde por 2. 0

Definicién 2.1 Sea n un entero positivo y sean a y b dos enteros cualesquiera.
Se dice que a es congruente con b modulo n, o que a es un resto de b modulo
n v lo denotamos por

a=b (mod n),

si a y b dan el mismo resto cuando se dividen entre n. (Escribiremos sélo
a = b cuando el valor de n se sobrentienda). Para ser mds preciso, utilizando
la notacion del algoritmo de la division (Teorema para expresar a = qn—+r
con)0<r<nyb=gn+r con0 <1 <npodemos decir que a =b (mod n)
si, y sélo si, » = 1’. Asi, por ejemplo, 100 = 2 (mod 7) en el Ejemplo y
22051946 = 46 = 2 (mod 4) en el Ejemplo 2.2 De igual forma, utilizaremos
la notacién a #Z b (mod n) para denotar que a y b no son congruentes médulo
n, es decir, que dan diferentes restos al dividirlos entre n. Nuestro primer
resultado viene a dar una definicién alternativa de congruencia médulo n.
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Lema 2.1 Para cualquier entero dado n > 1 se tiene que a = b (mod n) si,
y solo si, n|(a —b).

Demostracién. Expresando a = gn +7r y b = ¢'n + ' como hemos hecho
mas arriba, tenemos que a —b= (¢ — ¢ )n+ (r —7') con —n <r —r’' <n. Si
a=b (mod n) entonces r =1/, porloquer —r" =0y a—0b=(q¢g—¢)n, por
lo que es divisible por n. Reciprocamente, si n divide a a — b entonces divide
a(a—0)—(¢g—q¢)n =r—r"; como el inico entero, estrictamente contenido
entre —n y n, que es divisible por n es 0, se tiene que r — ' = 0, de donde
r ="y, por tanto, a = b (mod n). |

El siguiente resultado recoge algunas observaciones triviales, pero de uso muy
frecuente, en las congruencias:

Lema 2.2 Para cualquier entero fijo n > 1 se verifican las propiedades:

a) Reflexiva:  a =a (mod n) para cualquier entero a;

b) Simétrica: a=b (mod n) = a=0> (mod n);

a=b (mod n)
c¢) Transitiva: = a =c¢ (mod n).
b=c (mod n)

Demostracién.

a) Se verifica que n|(a — a) cualquiera que sea a.
b) Sin|(a—"b) entonces n|(b— a).
c) Sin|(a—0b) yn|(b—c) entoncesn|(a—b)+ (b—c)=a—c. |
Estas tres propiedades definen una relacion de equivalencia , por lo que el
Lema [2.2] prueba que, para cada entero n, la congruencia médulo n es una re-

lacién de equivalencia en Z. Queda asi particionado Z en clases de equivalencia
disjuntas; las clases de congruencia o clases de equivalencia

[a]={b€Z : a=b (modn)} ={...,a—2n,a —n,a,a+n,a+2n,...}

para a € Z. (Si se quiere hacer espacial énfasis en el valor de n que se estd
utilizando, pondremos [a],). Cada clase corresponde a uno de los n posibles
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restos r = 0,1,...,n — 1 de la divisién entre n, por lo que existen n clases de
congruencia. Estas son

o = {..,—2n,—n,0,n,2n,...,}
n = {...1-2n,1—-n,1,1+n,1+2n,....}
m—1 = {...,—n—1,-1,n—-1,2n—1,3n—1,...,}

No existen mas clases diferentes de ellas, asi, por ejemplo
n]={...,—n,0,n,2n,3n,...} = 0]
De forma mas general, se tiene que

[a] = [b] si, ysélosi, a=b (mod n)

Cuando n = 1 todos los enteros son congruentes unos con otros, es decir, sélo
existe una clase de congruencia que coincide con Z. Cuando n = 2 se tienen
dos clases, la clase [0] = [0]2 y la [1] = [1]2 consistentes en los enteros pares y
los impares respectivamente. Podemos interpretar el Teorema [1.28 como una
aseveracién de que existen infinitos nimeros primos p = 3 (mod 4), es decir,
la clase [3]4 contiene infinitos nimeros primos.

Para cada n > 1, el conjunto de las n clases de congruencia médulo n lo
denotamos por Z, y se conoce como el conjunto de los enteros modulo n.
Nuestra préxima meta es estudiar como operar con las clases de congruencia,
de tal forma que Z,, sea un sistema numérico con propiedades similares a las
de Z. Hacemos uso de la suma, la resta y el producto en Z para definir las
correspondientes operaciones con las clases de congruencias en Z,,. Si [a] y [b]
son elementos de Z,, (es decir, clases de congruencia médulo n), definimos su
suma, diferencia y producto como las clases

[a] +[0] = la+1],
[a] = [b] = la—0b],
[a][b] = [ab]

que contienen a los enteros a + b, a — b y ab respectivamente. (Dejaremos la
cuestion de la divisién para el final; la dificultad se debe a que si a y b son
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enteros, a/b puede no serlo, en cuyo caso no existe la clase de congruencia
[a/0].

Antes de continuar debemos probar que las tres operaciones estan bien de-
finidas, en el sentido de que el lado derecho de les tres ecuaciones que las
definen dependen sélo de las clases [a] y [b], y no de los elementos a y b en
particular que se hayan tomado como representantes de la clase. Con mas pre-

cisién, debemos probar que si [a] =[] y [b] = [V/] entonces [a + b] = [a’ + V],
l[a —b] = [0 = V] y [ab] = [@'b]. Ello se sigue inmediatamente del siguiente
resultado:

Lema 2.3 Para cualquier enteron > 1, sia’ =a (mod n) y & =b (mod n),
entonces a' +b' =a+b,a —b =a—bydl = ab.

Demostracién. Si @' = a entonces a’ = a + kn para algun entero k y
analogamente se tiene que b’ = b + In para algin entero [; entonces o’ = =
(axb)+(kxtln=a=xb,ydb =ab+ (al + bk + kin)n = ab. |

Se deduce de aqui que la suma, la resta y el producto de pares de clases
de congruencia en Z, estan bien definidas. En particular, si repetimos las
definiciones de suma y producto podemos definir sumas finitas, productos y
potencias de clases en Z,, por

[ar] + [ag] + -+ +[ax] = [a1+az+ -+ axl,
[ar][as] - [ax] = [arag- - ax],
[a]* = [a"]

para cualquier entero k£ > 2.

El motivo de hacer énfasis en probar que las operaciones aritméticas en Z,,
estan bien definidas se hace evidente si intentamos definir la exponencial de
clases en Z,,. Podemos definir

b

limitandonos a los valores no negativos de b con el fin de que a” sea entero. Si

fijamos n = 3 se tiene, por ejemplo, que
2" =12 =[2];
desafortunadamente, [1] = [4] en Z3 y nuestra definicién nos dice que

24 = [2'] = [16] = [1] # [2};
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por lo que se obtienen diferentes clases de congruencia para [a]l’ para diferentes

elementos b y V' de la misma clase [b], a saber, b =1y V' = 4. Esto es debido a
b —

que ' = ay b = b noimplica que a® = ", por lo que la exponencial de clases
de congruencias no esta bien definida. Limitamos, por tanto, la aritmética en
Z,, a las operaciones bien definidas, tales como la suma, la resta, el producto,
la potencia y més adelante veremos que también puede definirse una forma

restringida de divisién.

Un conjunto de n enteros que contiene a un representante de cada una de las n
clases de congruencia en Z, se denomina conjunto completo de restos modulo
n. Una adecuada selecciéon de dicho conjunto puede simplificar los calculos
considerablemente. Una seleccién adecuada la proporciona el algoritmo de la
divisién (Teorema : podemos dividir cualquier entero a entre n y expresar
a = gn + r para algin unico r que satisface 0 < r < n; por lo que cada clase
la] € Z, contiene a un tnico r = 0,1,...,n — 1, por lo que estos n enteros
forman un conjunto completo de restos médulo n. La mayoria de las veces,
estos son los restos mas convenientes de usar, pero algunas veces es mejor
sustituir el Teorema [1.4] con el Ejercicio del Capitulo [I| tomando un resto
r que satisfaga —n/2 < r < n/2. Estos restos son los que tienen menor valor
absoluto y se denominan menores restos absolutos modulo n; cuando n es impar
estosson 0, £1,+2,...,+£(n—1)/2, y cuandon es par son 0, +1,+2, ..., £(n—
2)/2,4+n/2. El siguiente célculo ilustra los conjuntos completos de restos.

Ejemplo 2.3 Calculemos el menor resto no negativo de 28 x 33 mod 35.

Usando los menores restos absolutos mod 35 se tiene que 28 = -7y 33 = —2,
por lo que el Lema implica que 28 x 33 = (=7) x (=2) = 14. Como
0 <14 < 35 se deduce que 14 es el menor resto, no negativo, requerido. 0

Ejemplo 2.4 Calcular el menor resto absoluto de 15 x 59 mod 75. Tenemos
que 15 x 59 = 15 x (—16), y una forma sencilla de evaluarlo es realizar la
multiplicacién en varios pasos y reduciendo el producto (mod 75) en cada
uno de ellos. De este modo

15 % (—16) =15 x (—4) x4 = (—60) x 4 = 15 x 4 = 60 = —15,

y dado que —75/2 < —15 < 75/2, el resto requerido es -15. O

Ejemplo 2.5 Calculemos el menor resto no negativo de 3% mod 13. De nuevo
lo realizaremos en varios pasos, reduciendo mod 13 siempre que sea posible:

3 =9=—4,
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por lo que
31 =(3?)? = (—4)* =16 = 3,
y, por tanto,
F=03Y=3"=09,
por lo que el resto requerido es 9. 0

Como n divide a m si, y sélo si, m = 0 (mod n), se sigue que los problemas
sobre divisibilidad son equivalentes a los problemas sobre congruencias y, estos
ultimos son, a veces, mas faciles de resolver. Una tipica ilustracion de ello es
la siguiente:

Ejemplo 2.6 Probar que a(a+1)(2a+1) es divisible por 6 cualquiera que sea
el entero a. Tomando el menor resto absoluto (mod 6) vemos que a = 0, £1, +2
6 3. Sia =0 entonces a(a+ 1)(2a+1) =0-1-1 =0, si a = 1 entonces
ala+1)(2a+1)=1-2-3=6=0, y calculos similares (que debe realizar el
lector) prueban que a(a + 1)(2a 4+ 1) = 0 en los otros cuatro casos, por lo que
6|a(a+1)(2a + 1) cualquiera que sea a. O

Una tnica congruencia mod n puede ser reemplazada, en algunos casos, por
un sistema de congruencias mod p¢ para las distintas potencias de primos p°
que dividen a n (y estas son, a menudo, més faciles de obtener que la con-
gruencia original):

Teorema 2.4 Consideremos la descomposicion de n en factores primos
_ el €k
n = pl PPN pk ,

donde py,...,pr son primos diferentes. Para cualesquiera enteros a y b se
tiene que a = b (mod n) si, y sélo si, a =b (mod p5*) para cada i =1,... k.

Es bastante facil probarlo directamente (hdgase uso del Corolario|1.16)), pero
lo deduciremos més tarde en éste capitulo como un corolario del Teorema Chino
del Resto, que trata de sistemas de congruencias en términos mas generales.

Una vez visto como sumar, restar y multiplicar clases de congruencias, po-
demos ver como combinar estas operaciones para formar polinomios.

Lema 2.5 Sea f(x) un polinomio con coeficientes enteros, y sea n > 1. Si
a=b (mod n) entonces f(a) = f(b) (mod n).
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Demostracién. Escribimos f(z) = ¢o + iz + -+ + crx® donde cada ¢; € Z.
Si a = b (mod n) entonces la utilizacién reiterada del Lema implica que
a’ = b' para cualquier i > 0, por lo que ¢;a® = ¢;b* para cualquier i y, por
tanto, f(a) = > c;a’ = > bt = f(b). u

Para ilustrarlo, observemos el Ejemplo 2.6 poniendo f(z) = z(z+1)(2242) =
223 + 322 +x y n = 6; donde podemos usar el hecho de que si a = 0, +1, +2
6 3 entonces f(a) = f(0), f(£1), f(£2) o f(3) respectivamente, y todos los
casos pueden verse facilmente que son congruentes con 0 moédulo 6.

Supongamos que un polinomio f(z), con coeficientes enteros, tiene una raiz
entera * = a € Z, es decir, que f(a) = 0. Entonces f(a) = 0 (mod n) para
cualquier entero n > 1. Podemos, a menudo, utilizar el reciproco para probar
que ciertos polinomios carecen de raices enteras: si existe un enteron > 1 para
el que la congruencia f(z) =0 (mod n) no tiene soluciones x. Sin es pequeno
podemos probar si f(z) = 0 (mod n) admite alguna solucién simplemente
evaluando f(z1),..., f(z,) donde x4, ..., z, forman un conjunto completo de
restos mod n; cada r € Z es congruente a algin z;, por lo que el Lema [2.5
implica que f(x) = f(z;), y podemos determinar si algin f(x1),..., f(z,) es
divisible por n.

Ejemplo 2.7 Probemos que el polinomio f(z) = 2° — 22 + z — 3 no tiene

raices enteras. Para ello hagamos n = 4 (una opcién que explicaremos més
tarde) y consideremos la congruencia

fz)=2" -2 +2—-3=0 (mod 4).

Utilizando los menores restos absolutos 0, &1 y 2, como un conjunto completo
de restos mod 4, encontramos que

FO)=-3, f)=-2 f(-)=-6 y f@2)=2T

Ninguno de esos valores es divisible por 4, por lo que f(z) = 0 (mod 4) no
tiene soluciones y, por tanto, el polinomio f(z) carece de raices enteras. [l

La razén por la que tomamos n = 4 en este ejemplo es la siguiente: se puede
probar facilmente que para cada n < 4 la congruencia f(z) =0 (mod n) tiene
una solucién z € Z, aunque la ecuacién f(x) = 0 no la tiene; entonces 4 es
el menor valor de n para el que el método es efectivo. En general, la correcta
seleccion de n es un problema de insistencia, experiencia o simplemente de
tanteo: si un valor de n falla en la prueba de que un polinomio no tiene
raices enteras, como ocurrié anteriormente (en ningin caso debemos asumir
que existe una raiz entera); debemos probar mas valores y, si estos también
fallan, entonces surge la posibilidad real de que pueda existir una raiz entera.
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Ejemplo 2.8 Desafortunadamente, el método utilizado en el Ejemplo no
es siempre lo suficientemente fuerte como para probar la no existencia de raices
enteras. Por ejemplo, el polinomio

f(z) = (2* — 13)(2* — 17)(2* — 221)

claramente no tiene raices enteras: de hecho, como 13, 17 y 221= (13 x 17)
no son cuadrados perfectos, las raices +v/13, £1/17 y £1/221 son todas irra-
cionales por el Corolario . Sin embargo, se puede probar (nosotros no lo
haremos) que para cualquier entero n > 1 existe una solucién de f(z) = 0
(mod n), por tanto, en este caso, no existe ninguna eleccién satisfactoria de n
para el método de las congruencias. U

Como una segunda aplicacién del Lema [2.5, consideraremos valores primos
de polinomios. El polinomio

flz) =2+ +41

tiene la propiedad de que f(z) es primo para x = —40,—39,...,38,39 (sin
embargo no lo es para x = —41 o x=40). Esto motiva a uno a preguntarse
si existen polinomios f(z) tales que f(z) sea primo para cualquier valor de z.
Aparte de los ejemplos triviales de polinomios constantes f(z) = p (p primo)
no existe ninguno.

Teorema 2.6 No existen polinomios no constantes f(x), con coeficientes en-
teros, tales que f(x) sea primo para todos los enteros x.

Demostracién. Supongamos que f(x) es primo para cualquier entero x y que
no es constante. Si elegimos un entero a, entonces f(a) es un primo p. Para
cada b = a (mod p), el Lema[2.5]implica que f(b) = f(a) (mod p), por lo que
f(b) = 0 (mod p) y, por tanto, p divide a f(b). Por nuestra hipdtesis, f(b)
es primo, por lo que f(b) =p. Como existen infinitos enteros b=a (mod p),
el polinomio g(z) = f(z) — p tiene infinitas raices. Sin embargo, esto no es
posible: teniendo grado d > 1, g(x) puede tener, a lo sumo, d raices, por lo
que tales polinomios f(z) no existen. |

El Teorema|l1.29 prueba que si a y b son primos entre si, entonces el polinomio
lineal f(x) = az + b toma infinitos valores primos, pero no se conoce ningin
polinomio f(z) de grado d > 2, tal como x? + 1, que tenga esta propiedad.
Existen polinomios en wvarias variables f(xy,...,x,,) cuyos valores positivos
coincide con el conjunto de primos cuando el rango x4, ..., z,, actia sobre los
enteros positivos, pero desgraciadamente los ejemplos conocidos son demasiado
complicados.
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2.1.1 Criterios de divisibilidad

Una aplicacion directa de relacion de congruencia es la obtenciéon de criterios
de divisibilidad. Asi, por ejemplo, podemos obtener un criterio para conocer
si un entero n es divisible por 9 sin necesidad de realizar la divisién.

Ejemplo 2.9 En efecto: sea © = x,x,_1...2179 un nimero entero positivo
en el que el digito x; representa el cifra que ocupa el lugar ¢ + 1-ésimo de su
representacion, es decir,

7 =2,10" + 2, 110" - 2510% + 2,10 + 29 = Z 2;10°
1=0

Como 10" =1 (mod 9) Vn € N = ;10" = x; (mod 9) y por tanto,

r = iximi = ixl (mod 9).
i=0 =0

Esto nos dice que un nimero es divisible por 9 si, y sélo si, lo es la suma de
sus cifras. O

2.2 Congruencias lineales

Volvemos ahora a la cuestion de la division de clases de congruencias, pospues-
ta anteriormente en este capitulo. Con el fin de dar sentido al cociente [a]/[0]
de dos clases de congruencias [a], [b] € Z,, tenemos que considerar la solucién
de la congruencia lineal ax = b (mod n). Nétese que si z es una solucién, y
2’ = x, entonces ax’ = ax = by, por tanto, 2’ también es una solucién; por
lo que las soluciones (en caso de existir) las constituyen clases de congruencia.
Como ax = b (mod n) si, y sélo si, axr — b es multiplo de n, se tiene que x
es una solucién de la congruencia lineal si, y solo si, existe un entero y tal
que x e y satisfacen la ecuacion diofantica ax + ny = b. Nosotros estudiamos
esta ecuacién (con un pequenio cambio de notacién) en el Capitulo , de donde
cambiando el Teorema [1.18| al lenguaje de las congruencias, se tiene:

Teorema 2.7 Sid =mcd (a,n), entonces la congruencia lineal
ar = b (mod n)
tiene solucion si, y solo si, d divide a b. St d divide a b y xog es una solucion,

la solucion general viene dada por

nt
l‘:l’o—i-g
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donde t € Z : en particular, las soluciones forman, eractamente, d clases de
congruencias modulo n, con representantes:

2n (d—1)n

n
Tr = Xg, Tog+ —, To+ - Zo d

d d’
(De hecho, la ecuacién x = x¢ + t(n/d) prueba que las soluciones forman
un dnica clase de congruencia [zo] (mod n/d), pero dado que el problema
se plantea en términos de congruencias médulo n, estd generalizado (y es
frecuente) expresar las soluciones en esos mismos términos.)

Demostracién. Independientemente de un pequenio cambio de notacién (n
y b son reemplazadas por by c¢), la tnica parte de este teorema que no es
una traslacion directa del Teorema [1.18] es el apartado sobre las clases de
congruencias. Para probarlo, obsérvese que

/
:Eo—l—%tEIO—f—% (mod n)
si, y sélo si, n divide a n(t — t')/d, es decir, si, y sélo si, d divide a t — ¢,
por lo que las clases de congruencia de las soluciones médulo n se obtienen
haciendo que t recorra un conjunto completo de restos modulo d tales como

0,1,....,d—1. n

Ejemplo 2.10 Consideremos la congruencia
10z = 3 (mod 12).

Aquia =10, b= 3y n =12, por lo que d = med (10, 12) = 2; como no divide
a 3, no existen soluciones. (Esto puede verse directamente: los elementos de
la clase de congruencia [3] en Z;5 son todos impares, mientras que cualquier
elemento de [10][z] es par.) O

Ejemplo 2.11 Consideremos ahora la congruencia
10x =6 (mod 12).

Al igual que antes, d = 2 y ahora si divide a b = 6, por lo que existen dos
clases de soluciones. Podemos tomar xqg = 3 como solucién particular para
expresar la solucion general de la forma

nt 12¢
— 2o+ — =3+ — =346t
X LCO+ d + 5 +

donde t € Z. Estas soluciones constituyen dos clases de congruencia [3] y [9]
modulo 12, cuyos representantes xg = 3 y g+ (n/d) = 9; constituyen la tnica
clase de congruencia [3] médulo 6. O
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Corolario 2.8 Si mcd (a,n) = 1 las soluciones x de la congruencia lineal
ax = b (mod n) constituyen una unica clase de congruencia mddulo n.

Demostracion. Hacer d = 1 en el Teorema 2.71 ]

Esto nos lleva a que si a y n son primos entre si, para cada b existe una tinica
clase [z] tal que [a][x] = [b] en Z,,; podemos considerar que la clase [z] es la clase
cociente [b]/[a] obtenida dividiendo [b] entre [a] en Z,. Si d = mcd (a,n) > 1
existen, sin embargo, més de una clase [z] (cuando d divide a b), o ninguna
(cuando d no divide a b), por lo que no podemos definir, en este caso, la clase
cociente [b]/]a].

Ejemplo 2.12 Consideremos la congruencia

7r =3 (mod 12).

Aqui a =7y n =12 por lo que, al ser primos entre si, solo existe una clase
solucién; esta es la clase [x] = [9], ya que 7 x 9 = 63 =3 (mod 12). O

En los Ejemplos [2.10] [2.11] y [2.12] se tiene n = 12. Cuando n es pequeno, es

factible encontrar soluciones a la congruencia ax = b (mod n) por inspeccion:
se puede calcular ax para cada uno de los n elementos z de un conjunto
completo de restos médulo n y ver cudles de esos productos son congruentes
con b. Sin embargo, cuando n es grande es necesario encontrar un método
mas eficiente para resolver congruencias lineales. Daremos un algoritmo para
ello, basado en el Teorema [2.7, pero primero necesitamos algunos resultados
previos que ayudan a simplificar el problema.

Lema 2.9
a) Sea m un divisor de a, b yn y sean a’ = a/m, ¥’ =b/m yn' =n/m;

ar =b (mod n) si, y sdlo si, dx="b (modn').

b) Sean a y n primos entre si, m un divisor de a y b y sean @’ = a/m y

b =b/m;

ar =b (mod n) si, y sélo si, a'z=1b (mod n).
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Demostracidn.

a) Tenemos que ax = b (mod n) si, y sélo si, ax —b = gn para algin entero
q; dividiendo por m vemos que esto es equivalente a a’x — b = qn/, es
decir, a a’z =V (mod n').

b) Siax =b (mod n) entonces, como en el apartado anterior, tenemos que
ar — b = gn y de ahi que ad'z — V' = gn/m; en particular, m divide a
gn. Como m es un divisor de a, el cual es primo con n, m también es
primo con n y, por tanto, m debe dividir a ¢ segtn el Corolario M(b)
Se tiene entonces que a’r — bV = (¢/m)n es un miltiplo de n, por lo
que d’r = ¥ (mod n). Reciprocamente, si ¢’z = b (mod n) se tiene
que a’x — ' = ¢'n para algin entero ¢, por lo que multiplicando por m
obtenemos que ax — b = mg'n y, por tanto, axr = b (mod n). |

Obsérvese que en (a), donde m es un divisor de a, b y n, dividimos los tres
enteros por m, mientras que en (b), donde m es divisor de a y b, dividimos
sOlo estos dos enteros entre m, dejando n inalterado.

Daremos ahora un algoritmo para resolver la congruencia lineal ax = b
(mod n). Para comprender mejor cada paso es 1til ir aplicando dicho algo-
ritmo a la congruencia 10z = 6 (mod 14); una vez finalizado puede comprobar
su resultado con el que damos en el Ejemplo 2.13]

Algoritmo de resolucion

PAso 1 Calculamos d = med (a,n) (como en el Capitulo [1) y vemos si d
divide a b. En caso contrario, no existen soluciones y paramos. Si lo
divide, vamos al paso 2.

El Teorema nos da la solucion general una vez conocida una solucion par-
ticular zy, por lo que nos centraremos en dar un método para hallar z,. La
estrategia general es reducir |a| hasta a = 1 ya que, en este caso, la solucién
ro = *b es trivial.

PAso 2 Como d es un divisor de a, b y n, el Lema (a) implica que podemos
reemplazar la congruencia original por
az =V (mod n'),

donde @' = a/d, V' =b/d y n' = n/d. Por el Corolario|l.15] a’ y n’ son

primos entre si.
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PAsO 3 Podemos ahora hacer uso del Lema [2.9(b) para dividir esta nueva
congruencia entre m = med (a’, ") para obtener

a’x=b" (mod n)

donde a” = a’/m es primo con V" =V /m y conn'. Sia” = +1, xy = £b"
es la solucion buscada. En caso contrario vamos al paso 4.

PAso 4 Observando que
V'=bv'+n"=0"+2n"=--- (mod n)

somos capaces de reemplazar b” por alguno de sus congruentes b =
b" + kn’ de tal forma que med (a”,b") > 1; aplicando ahora el paso 3 a
la congruencia a”z = v (mod n’) podemos reducir |a”|. Una alternativa
a este paso es multiplicar, por una constante adecuada c, para obtener
ca” = cb” (mod n'); si ¢ es adecuada para que el resto de menor valor

n " | //|
)

absoluto a” de ca” satisfaga que |a”’| < |a”|, hemos reducido asi |a

para obtener la congruencia lineal a”’z = 0" (mod n’) con b"” = cb”.

Una combinaciéon de los métodos del paso 4 puede, eventualmente, reducir
a hasta £+1, en cuyo caso puede obtenerse la solucion xg; el Teorema nos
dard la solucion general.

Ejemplo 2.13 Consideremos la congruencia
10x =6 (mod 14)

El paso 1 nos dice que med (10, 14) = 2 el cual divide a 6 y, por tanto, existe
solucién. Si xg es una solucién, la solucién general es © = xo+(14/2)t = xo+7t,
donde t € Z; estas constituyen las clases [zo] y [£9+7] en Zy4. Para encontrar g
utilizamos el paso 2: dividimos la congruencia original entre med (10, 14) = 2
para obtener

S5z =3 (mod 7).
Como mecd (5,3) = 1, el paso 3 no tiene efecto, por lo que pasamos al paso 4.
Obsérvese que 3 = 10 (mod 7), siendo 10 divisible por 5, por lo que reempla-
zamos la congruencia por

5z =10 (mod 7)

y dividimos por 5 (que es primo con 7), con lo que
r =2 (mod 7).
Por tanto, g = 2 es una solucion y la solucion general es de la forma

r=2+4Tt (t€Z) 0
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Ejemplo 2.14 Consideremos la congruencia
4r =13 (mod 47).

El paso 1 nos dice que mcd (4,47) = 1 el cual divide a 13 y, por tanto,
la congruencia tiene solucién. Si xy es una solucién, la soluciéon general es
x = xo + 47t donde t € Z, constituyendo una tnica clase [xg] en Zy7;. Como
mcd (4,47) = 1, el paso 2 no produce ningin efecto, por lo que nos vamos al
paso 3. Dado que med (4,13) = 1 el paso 3 tampoco produce efecto alguno,
por lo que nos vamos al paso 4. Podemos utilizar el método aplicado en el
ejemplo anterior, pero vamos a ilustrar la otra técnica descrita en el paso 4;
obsérvese que 4 x 12 = 48 = 1 (mod 47), por lo que multiplicando por 12

obtenemos
482z =12 x 13 (mod 47),
es decir
r=3x4%x13=3x52=3x5=15 (mod 47).
En este caso xyp = 15 y la solucién general viene dada por x = 15 + 47t¢. U

2.3 El Teorema Chino del Resto

Estudiaremos ahora soluciones de sistemas de congruencias lineales. En el
siglo I el matemaético chino Sun-Tsu estudié problemas como el de encontrar un
nimero que genere los restos 2, 3 y 2 al dividirlo por 3, 5 y 7 respectivamente.
Esto equivale a encontrar un x tal que las congruencias

r=2 (mod 3), x=3 (mod5), x=2 (mod?7)

se satisfagan simultaneamente. Obsérvese que si xy es una solucién, también lo
es © = xo+ (3 x5 x7)t para cualquier entero ¢, por lo que la solucién constituye
una clase de congruencia modulo 105. En este caso, las soluciones constituyen
una unica clase de congruencia, pero en otros casos pueden constituir varias
clases o incluso no existir. Por ejemplo, el sistema de congruencias lineales

r=3 (mod9), x=2 (mod 6)

carece de soluciones, ya que si x = 3 (mod 9) entonces 3 es un divisor de z,
mientras que si = 2 (mod 6), 3 no puede ser un divisor de x. El problema
consiste en que los médulos 9 y 6 tienen el factor 3 comtn, por tanto, ambas
congruencias tienen implicaciones sobre las clases de congruencia médulo 3, y
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en este caso particular, ambas implicaciones son mutuamente inconsistentes.
Para evitar este tipo de problema, nos limitaremos, en principio, a los casos
en los que los médulos son mutuamente primos entre si. Afortunadamente,
el siguiente resultado, conocido como teorema chino del resto, da una muy
satisfactoria solucién a este tipo de problemas.

Teorema 2.10 [Teorema Chino del Resto] Sean ni, no, ..., ny enteros positi-
vos tales que med (n;,n;) =1 siempre que i # j, y sean aj, as, ..., ay enteros
cualesquiera. Entonces, las soluciones del sistema de congruencias lineales

r=a; (modny), x=ay (modmny), ... x=a; (modng)

constituyen una unica clase de congruencia modulo n, donde n = ning - - - ny.

(Este resultado tiene aplicaciones en muchas dreas, incluyendo la astronomia:
si k eventos ocurren regularmente, con periodos ni,...,n; y con el i-ésimo
evento ocurriendo en los tiempos = = a;,a; + n;,a; + 2n;, ..., los k eventos
ocurren simultdneamente cada = tiempo, donde x = a; (mod n;) para todo i;
el teorema prueba que si los periodos n; son mutuamente primos entre si, cada
coincidencia ocurre con periodo n. La conjuncion de los planetas y los eclipses
son ejemplos de tales eventos regulares, y el pronosticarlos fue la motivacion
original de este teorema).

Demostracién. Sean ¢;=n/n;=ny - -n;_1n;41 -0y para cada i=1,... k.
Como cada uno de los factores n; (j # ¢) es primo con n;, también lo es con
¢;. El Corolario [2.8 implica, ademads, que para cada i, la congruencia c;x = 1
(mod n;) tiene una tnica clase [d;] de soluciones médulo n;. Podemos exigir
ahora que el entero

Ty = a101d1 + (ZQCQdQ + -+ akckdk

satisfaga simultaneamente las congruencias dadas, esto es, g = a; (mod n;)
para cada i. Para verlo, obsérvese que cada ¢; (diferente a ¢;) es divisible por
n;, por lo que a;c;d; = 0y, por tanto, zo = a;¢;d; (mod n;); ahora ¢;d; = 1,
por eleccion de d;, por lo que x, = a; como se requeria. Asi pues, xg es una
solucion del sistema de congruencias y se sigue inmediatamente que toda la
clase de congruencia [zy] médulo n estd compuesta de soluciones.

Para ver que esta clase es tinica, supongamos que x es una solucion; enton-
ces ¢ = a; (mod n;) para todo i, por lo que cada n; divide a © — zy. Como
ni,...,n, son mutuamente primos entre si, utilizando reiteradamente el Co-
rolario [L.16{(a) probamos que su producto n también divide a  — zo, por lo
que x = o (mod n). |
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Comentarios

1 La demostracién del Teorema [2.4, que pospusimos para mds tarde, se
sigue ahora inmediatamente: dado n = p{* - - - pi*, hacemos n; = p;’ para
cada i = 1,...,k, por lo que nq,...,n; son mutuamente primos entre
si y de producto n; el Teorema Chino del Resto implica ademas que las
soluciones del sistema de congruencias x = b (mod n;) constituyen una
Unica clase de congruencia modulo n; claramente b es una solucion, por
lo que dichas congruencias son equivalentes a x = b (mod n).

2 Obsérvese que la demostracion del Teorema Chino del Resto no sélo
prueba que existe una solucion para el sistema de congruencias; también
nos da una féormula para la solucion particular xq y, por tanto, la solucion
general x = x¢ +nt (t € Z).

Ejemplo 2.15 En nuestro problema original
r=2 (mod 3), x=3 (mod?5), =2 (mod 7),

tenemos que n; = 3, ng = 5y ng = 7, por lo que n = 105, ¢; = 35, ¢ = 21
y c3 = 15. Necesitamos encontrar, en primer lugar, una solucion x = d;
de cyz = 1 (mod ny) o, lo que es lo mismo, de 35x = 1 (mod 3); que es
equivalente a —z = 1 (mod 3), por lo que, por ejemplo, x = d; = —1. De
forma andloga cox =1 (mod ny) viene dada por 21z = 1 (mod 5), esto es,

= 1 (mod 5), por lo que z = dy = 1, por tltimo, csz = 1 (mod n3) es
152 =1 (mod 7) equivalente a x =1 (mod 7) y, por tanto, z = d3 = 1. Por
supuesto, pueden hacerse diferentes elecciones de los d; y obtener diferentes
valores de x(, pero todos ellos pertenecen a la misma clase de las soluciones
modulo 105. Tenemos ahora que

x0:a161d1+a202d2+a303d3:2~35-(—1)—|—3~21~1—|—2~15-1:23,

por lo que las soluciones forman la clase de congruencia [23] médulo 105, es
decir, la solucién general es x = 23 + 105t (t € Z). O

Podemos utilizar también el Teorema Chino del Resto como base para un
segundo método de resolucion de sistemas de congruencias lineales, el cual es
menos directo pero mas eficiente.
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Algoritmo de resolucién de sistemas de congruencias lineales

Comenzamos buscando una soluciéon x = x; de una de las congruencias.
Usualmente se comienza por la congruencia que tiene mayor modulo, en el
Ejemplo comenzamos por * = 2 (mod 7); la cual tiene, obviamente,
la solucion x = 2. Las restantes soluciones de la congruencia se encuentran
anadiendo o restando multiplos de 7 y, entre ellas, podemos encontrar un en-
tero xo de la forma xo = x1 + 7t que también verifique la segunda congruencia,
es decir, que 9 = 3 (mod 5): probando x1, x1 £7, x; £ 14, ... sucesivamente,
encontramos que ro = 2— 14 = —12. Esta verifica el sistema z =2 (mod 7) y
x =3 (mod 5) y, por el Teorema Chino del Resto, la solucién general de este
par de congruencias viene dada por xs + 35t = —12 + 35t (t € Z). Probando
To, Xy £ 35,29 + 70, ... buscamos una solucion del tipo x3 = —12 + 35t que
satisfaga ademds la tercera congruencia xs = 2 (mod 3), obteniéndose como
solucion x5 = —12 + 35 = 23, la cual satisface las tres congruencias, por lo
que, por el Teorema Chino del Resto, la solucién general constituye la clase
de congruencia [23] médulo 105.

Las congruencias lineales en el Teorema Chino del Resto son todas de la
forma x = @; (mod n;). Si damos un sistema de congruencias lineales en el
que una (o mas) de ellas es de la forma, mas general, axr = b (mod n;), ne-
cesitamos entonces hacer uso del algoritmo dado anteriormente para resolver
dicha congruencia, expresando la solucién general como una clase de congruen-
cia médulo algun divisor de n;; se podran aplicar entonces las técnicas basadas
en el Teorema Chino del Resto para resolver las congruencias resultantes.

Ejemplo 2.16 Consideremos el sistema de congruencias
7r =3 (mod 12), 10z =6 (mod 14).

Vimos en los Ejemplos y que la primera de las congruencias tiene
por solucién general x = 94 12¢, y la segunda x = 2+ 7t. Podemos, por tanto,
sustituir el sistema de congruencias original por el sistema

r=9 (mod 12), x=2 (mod7).

Claramente, x = 9 es una solucion particular; como los médulos 7 y 12 son
primos entre si con producto 84, el Teorema Chino del Resto nos dice que la
solucion general es de la forma 9 + 84¢. O

El Teorema Chino del Resto puede utilizarse para convertir una tnica con-
gruencia con un médulo grande en un sistema de congruencias con méodulos
pequenos, que es mas facil de resolver.
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Ejemplo 2.17 Consideremos la congruencia lineal
13z =71 (mod 380).

En vez de usar el algoritmo descrito anteriormente para resolver una tnica
congruencia lineal, podemos hacer uso de la factorizacién 380 = 22 x 5 x 19
junto con el Teorema para reemplazar esta congruencia por el sistema de
congruencias

132 =71 (mod 4), 13z =71 (mod 5), 13z =71 (mod 19).
Este se reducen inmediatamente a
r=3 (mod4), 3x=1 (mod5), 13x=14 (mod 19).

La primera de ellas no necesita simplificacion, pero podemos aplicar el algo-
ritmo de la congruencia para simplificar cada una de las otras dos. Escribimos
la segunda congruencia como 3z = 6 (mod 5), por lo que dividiendo por 3 (que
es primo con 5) nos queda z = 2 (mod 5). De forma andloga podemos escribir
la tercera congruencia de la forma —6x = 14 (mod 19), por lo que dividiendo
por -2 obtenemos 3z = —7 = 12 (mod 19) y dividiendo ahora por 3 tenemos
x = 4 (mod 19). Nuestra congruencia original es, por tanto, equivalente al
sistema de congruencias

r=3 (mod4), x=2 (mod5), x=4 (mod19).

Como tienen moédulos mutuamente primos entre si, podemos aplicar el Teo-
rema Chino del Resto y podemos hacer uso de cualquiera de los dos métodos
para encontrar la solucion general. Usando el segundo método encontramos
una solucién x; = 4 de la tercera congruencia; sumando y restando multiplos
de 19 encontramos que z = 42 también satisface la segunda congruencia y
anadiendo y restando multiplos de 19 x 5 = 95 encontramos que 327 (o equi-
valentemente -53) también satisface la primera congruencia. Por tanto, la
solucién general es de la forma = = 327 + 380t (¢ € Z). O

Nuestro resultado final, obtenido por Yih-Hing en el siglo VII, generaliza el
Teorema Chino del Resto al caso en el que los moédulos no son necesariamente
primos entre si. Consideremos, en primer lugar, un ejemplo sencillo:

Ejemplo 2.18 Vimos, en los comentarios previos al Teorema [2.10] que el
sistema de congruencias

r=3 (mod9) y z=2 (mod6)
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no tienen solucion, por lo que debemos considerar bajo qué circunstancias tiene
solucion un sistema de dos congruencias

r=a; (mod9) y z=ay (mod6).

El méximo comun divisor de los médulos 9 y 6 es 3 y las dos congruencias
implican que
r=a (mod3) y x=ay (mod3),

por lo que existe solucién si a; = as (mod 3), es decir, si 3 divide a a; — as.
Reciprocamente, supongamos que 3 divide a a; — as, por lo que a; = as + 3¢
para algin entero c. La solucién general de la primera congruencia r= a,
(mod 9) tiene la forma

r=a+9s=ay+3c+9s=as+3(c+3s) donde s¢€Z,
mientras que la solucién general de la segunda congruencia x = as (mod 6) es
r=ag+6t donde te€Z.

Esto significa que un entero = = a; + 9s puede verificar ambas congruencias si
c+3s = 2t para algun t, es decir, si s = ¢ (mod 2). De este modo el sistema de
congruencias admite solucién si, y sélo si, 3|(a; — ag), en cuyo caso la solucién
general es

r=a +9(c+2u)=a;+9%+18u donde wue€Z,

constituyendo una tunica clase [a; + 9¢] mddulo 18. O

El médulo final 18, es el minimo comin multiplo de los médulos 9 y 6. Un
razonamiento similar (que deberd probar usted) prueba que, en general, un
sistema de dos congruencias

r=a; (modny) y z=ay (modny)

admite solucién si, y sélo si, med (nq,ny) divide a a; — ag, en cuyo caso la
solucién general es una unica clase de congruencia médulo mem (ny, ny). El
resultado de Yih-Hing generaliza esto a un conjunto finito de congruencias
lineales, probando que existe solucion si, y sélo si, cada pareja de congruencias
admite solucion.
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Teorema 2.11 [Teorema Chino del Resto: generalizacién| Consideremos los
enteros positivos ni, Mo, ..., Ny Y sean ai, as, ..., a, enteros cualesquiera. Bl
sistema de congruencias

r=a; (modny), ... x=a; (mod nyg)

admiten una solucion x si, y solo si, med (n;,n;) divide a a; — a; para cua-
lesquiera i # j. Cuando se verifica esta condicion, la solucion general consti-
tuye una unica clase de congruencia modulo n, donde n es el minimo comin
maultiplo de nq, ..., ng.

(Obsérvese que si los médulos n; son mutuamente primos entre si entonces
mcd (n;,n;) = 1 para cualesquiera que sean i # j, por lo que la condicién
mcd (n;,n;)|(a; —a;) siempre se verifica; ademds, el minimo comtin multiplo n
de nq,...,ng es el producto n; - - - nyg, por lo que se obtiene el Teorema Chino
del Resto como un caso particular del Teorema .

Demostracién. Si existe una solucién x entonces x = a; (mod n;) y, por
tanto, n;|(z — a;) para cada i. Para cada par i # j sea n;; = med (n;,n;),
como n;; divide a n; y a n;, también divide a  — a; y a © — a;, por lo que
divide a (z — ;) — (x — a;) = a; — a; como se requeria.

Sea xy una solucién; un entero x es solucién si, y sélo si = zg (mod n;)
para cada i, es decir, x — x( es divisible por cada n;, o lo que es equivalente,
por el minimo comun multiplo n = mem (n4, ..., ng). Por tanto, la solucién
general constituye una tnica clase [zq] (mod n).

Para completar la demostraciéon, debemos probar que si n;; divide a a; — a;
para cada par ¢ # j, existe solucién. La estrategia consiste en sustituir el
sistema de congruencias dado por otro equivalente, pero con médulos mutua-
mente primos entre si, y aplicar entonces el Teorema Chino del Resto para
probar que este nuevo sistema tiene solucion. Hacemos uso, en primer lugar,
del Teorema para reemplazar cada congruencia x = a; (mod n;) por un
conjunto finito de congruencias z = a; (mod p°) donde p° recorre todas las
potencias primas de la factorizacién de n;. En este nuevo sistema de congruen-
cias, equivalente al primero, todos los mdédulos son potencias primas. Estos
modulos no son necesariamente primos entre si, ya que algunos primos p pue-
den ser divisores de n; para distintos ¢. Para un primo dado p, escojamos ¢ de
forma que n; sea divisible por la mayor potencia de p y sea esta potencia p°©.
Si pf|n;, por tanto f < e, se tiene que p’ divide a n;; por lo que, (por nuestra
hipétesis) divide a a; — a;; se deduce entonces que a; = a; (mod pf), por lo
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que si la congruencia x = a; (mod p°) es cierta, implica que z = a; (mod p/)
y, por tanto, z = a; (mod p’). Esto significa que podemos eliminar, de nues-
tro sistema, todas las congruencias para este primo, con la tnica excepcién de
la congruencia x = a; (mod p®) en la que interviene la mayor potencia de p,
ya que esta ultima congruencia implica las otras. Si hacemos esto con cada
primo p, nos quedamos con un conjunto finito de congruencias de la forma
x = a; (mod p°) involucrando a los distintos primos p; dado que los médulos
p° son mutuamente primos entre si, el Teorema Chino del Resto implica que
las congruencias tienen una soluciéon comun, la cual es, automaticamente, una
solucién del sistema original. [

Ejemplo 2.19 Consideremos las congruencias
r =11 (mod 36), =z =7 (mod 40), =z =32 (mod 75).
Aqui, n; = 36, no =40, y ng = 75, por lo que
niz = med (36,40) =4, ny3 = med (36,75) =3 y ng3 = med (40,75) = 5.
Como
a1 —ay=11-7=4, a1 —a3=11-32=-21 y ay—a3=7—32= —25,

se satisfacen todas las condiciones n;;|(a; — a;), por lo que existen soluciones,
las cuales constituyen una unica clase médulo n donde n = mem (36, 40, 75) =
1800. Para encontrar la solucién general seguimos el procedimiento descrito
en el ultimo parrafo de la demostracién del Teorema [2.11] Factorizamos cada
n; y reemplazamos la primera congruencia por

z=11 (mod2?) y ax=11 (mod 3%,

la segunda por
r=7 (mod2%) y x=7 (mod5),

y la tercera por
r=32 (mod3) y z=232 (mod5?).

Esto da un conjunto de seis congruencias en las que los médulos son potencias
de los primos p = 2,3 y 5. De entre ellas, seleccionamos la congruencia que
involucra a la mayor potencia de cada primo: para p = 2 debemos escoger
r =7 (mod 2%) (la cual implica * = 11 (mod 2?)), para p = 3 debemos elegir
r = 11 (mod 3?) (la cual implica = 32 (mod 3)), y para p = 5 debemos
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quedarnos con z = 32 (mod 5?) (la cual implica z = 7 (mod 5)). Estas tres
congruencias, que pueden reducirse a

r=7 (mod8), x=2 (mod9), x=7 (mod 25),

tienen mdédulos mutuamente primos entre si, y podemos aplicarles los métodos
anteriores, basados en el Teorema Chino del Resto, para encontrar la solucién
general x = 407 (mod 1800). O

Hemos visto que una unica congruencia médulo n es equivalente a un sistema
de congruencias cuyos modulos son las potencias primas p° que aparecen en
la factorizacién de n. Por ello, en este capitulo estudiaremos las congruencias
modulo p® cuando p es primo. Trataremos en, primer lugar, el caso mas
simple e = 1 y mas tarde, después de un paréntesis sobre test de primalidad,
consideraremos el caso e > 1. Una buena razoén para comenzar con el caso
primo es que mientras que la suma, la resta y el producto se comportan de
igual forma tanto si el médulo es primo como compuesto, la divisién es mucho
mas facil cuando es primo.

2.4 La aritmética en Z,

Recordemos que los elementos de Z,, (donde m € Z™) son clases de equiva-
lencia médulo m, es decir, © € Z,, representa que & = [z,

Podemos definir en Z,, la suma y el producto de la forma
4y = [2m + Ym = 2+ Ylm
Ty = (@] [Yln = 2 Yn

Estas dos operaciones verifican las siguientes propiedades:

a) Internas: Vr,y € Z,, = x + vy, zy € Zy,.

b) Asociativas: Va,y,2 € Z,, = v+ (y +2) = (x +y) + 2 x(yz) = (zy)z.

d) Distributiva: Vz,y,z € Z,, = z(y + 2) = zy + x2.

)
c) Conmutativas: Yo,y € Z,, =z +y=y+z, zy=yx.
)
e)

Existencia de neutro y unidad: existen 0,1 € Z,, tales que Vx € Z,, =

r+0=0+2x=xy x-1=1-z==x
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f) Existencia de opuestos: V € Z,, existe un unico elemento, que denota-
remos por —z € Z,, tal que z + (—z) = (—z) + 2 = 0.

Aunque en general un elemento de Z no tenia elemento inverso, se verificaba
la propiedad cancelativa del producto, es decir: si x # 0 y xy = xz entonces
y = z. Sin embargo, cuando trabajamos en Z,, ya no se verifica esta propiedad.

+ 0] 1] 213 x| 01|23
0 o123 0 0O,01]071]0
1 112030 1 o011 2|3
2 213101 2 02102
3 310 | 1] 2 3 03] 21

Tabla 2.1: La suma y el producto en Zj.

Si confeccionamos, por ejemplo, las tablas de la suma y el producto en Z,
(Tabla , observamos que 2-1 =2 -3 y esto no implica la igualdad de 1 y
3, es decir, en Z4 no se verifica la propiedad cancelativa del producto.

Observamos ademas que en Z se verificaba zy =0 <= =0 o y=0y
sin embargo en Z, se tiene que 2 # 0y 2 x 2 = 0. En otras palabras, en Z,,
pueden existir lo que llamaremos divisores de cero es decir, elementos no nulos
cuyo producto es cero.

A la vista de la tabla del producto en Z4 nos damos cuenta de que aunque
el producto no tiene elemento inverso, existen elementos que si lo tienen, por
ejemplo el 3 (3 x 3 =1, es decir 3 es su propio inverso). Cabe entonces hacerse
la pregunta de jcuando va a tener inverso un elemento de Z,,?

Sea r € Z,,. Decimos que r es un elemento unitario o simplemente que es
una unidad en Z,,, si existe otro elemento s € Z,, tal que sr =rs = 1.

Teorema 2.12 FEl inverso de un elemento unitario es unico.

Demostracién. Supongamos que existan dos elementos inversos de r, sy &
y probemos que s = s'. En efecto:

s=s-1=s(rs')=(sr)s=1-5§ =5 m

1

Esto nos permite denotar al elemento inverso como r~" y hablar de el ele-

mento inverso y no de un elemento inverso de r.
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Teorema 2.13 Un elemento r € Z,, es inversible si, y solo si, r y m son
primos entre si, es decir, st med (m,r) = 1.

Demostracion.

Si r es inversible

1 1

=1=7rm"'=1 (mod m)=rr'—1=km
con k € Z, por lo que rr~! — km = 1 es decir, r y m son primos entre

existe r=! € Z,, tal que rr~

si ya que de lo contrario, cualquier divisor comin deberia dividir a 1y 1
no tiene divisores. Por tanto, med (m,r) =1

Si med (m,r) =1

existen enteros a y b tales que ar+bm = 1 por lo que ar —1 = —bm = m

es decir ar =1 (mod m) o lo que es lo mismo, ar = 1. Vemos entonces

que r posee elemento inverso r~! = a. |

El algoritmo extendido de Euclides nos proporciona el inverso de los elemen-
tos unitarios de Z,,.

Ejemplo 2.20 Las unidades de Zg son [1],[3],[5] v [7], en efecto: [1][1] =
13][3] = [5][5] = [7][7] = [1], por lo que cada una de estas unidades es su
propio inverso multiplicativo. En Zg las unidades son [1], [2], [4], [5],[7] v [8],
por ejemplo, [2][5] = [1], por lo que [2] y [5] son uno el inverso del otro. [

Obsérvese que si p es primo, dado que cualquier elemento de Z, es menor
que p es primo con este y, por tanto, todos los elementos no nulos de Z, son
inversibles. Este resultado nos dice que si p es primo entonces [Z,, +, -] tiene
estructura de cuerpo .

Si m no es primo existen elementos no inversibles (todos los elementos no
primos con de m), por lo que [Z,,, +, -] no tiene estructura de cuerpo. Adems4s,
si p y q son dos divisores de m tales que pg = m tenemos que p,q € Z,, y
pqg=0conp#0yq#0, es decir, Z,, posee divisores de cero. En este caso
[Z,,, +, -] es un anillo con divisores de cero.

2.4.1 El Pequeno Teorema de Fermat

El siguiente resultado se conoce como Pequernio teorema de Fermat, aunque
también se debe a Leibniz y la primera publicaciéon de su demostracion se debe
a Euler.

Teorema 2.14 Sip es primo y a 0 (mod p), a>* =1 (mod p).
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Demostracion. Los enteros 1,2,...,p — 1 constituyen un conjunto completo
de restos, no nulos, médulo p. Sia # 0 (mod p), por el Lema[2.9] (b), za = ya
implica que = = y, por lo que los enteros a,2a,...,(p — 1)a pertenecen a
distintas clases médulo p. Ninguno de ellos es divisible por p, por lo que
constituyen un sistema completo de restos, no nulos, médulo p. Se deduce
entonces que a,2a, ..., (p — 1)a son congruentes con 1,2,...,p — 1 en algun
orden. (Por ejemplo, si p =5y a = 3 multiplicando los restos 1,2,3 y 4 por
3 obtenemos 3,6,9 y 12 que son congruentes con 3, 1,4 y 2 respectivamente).
Los productos de estos dos conjuntos de enteros pertenecen, por tanto, a la

misma clase, esto es
Ix2x---x(p=1)=ax2ax---x(p—1)a (mod p),
o lo que es lo mismo,
(p—1D!'=(p—1)!a"" (mod p).

(
Como (p — 1)! es primo con p, el Lema (b)
por (p — 1)! y se deduce entonces que a?~* =1 (mod p). ]

El Teorema establece que todas las clases de Z,, excepto [0], son raices
del polinomio 2P~! — 1. De este polinomio al que anulan todas las clases de

nos dice que podemos dividir

Z,,, multiplicando simplemente por z, se obtiene 2?7 — x:

Corolario 2.15 Si p es primo, para cualquier entero a se verifica que

a’ =a (mod p).

Demostracién. Si a # 0, el Teorema nos dice que a?~! = 1, y multi-
plicando por a se obtiene el resultado. Si a = 0 entonces a? = 0, por lo que
también se verifica el resultado. [ |

Este ultimo resultado es el que se conoce generalmente como Pequeno Teo-
rema de Fermat ya que el del Teorema puede ser considerado como un
caso particular del Teorema de Euler que estudiaremos mas adelante. Cual-
quiera de ellos resulta muy t1til cuando se trabaja con grandes potencias de
enteros.

Ejemplo 2.21 Encontrar el menor resto, no negativo, de dividir 2% entre 19.
Como 19 es primo y 2 no es divisible entre 19, podemos aplicar el Teorema [2.14
con p=19y a=2 por lo que 2! =1 (mod 19). Dado que 68 = 18 x 3 + 14,
se tiene

208 = (218)% x 21 = 13 x 2 = 2! (mod 19).
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Como 2* = 16 = —3 (mod 19), podemos escribir 14 = 4 x 3+ 2 y deducir que
2M = (2Y3 x 22 =(-3)2x2?= 2Tx4=-8x4=-32=6 (mod 19),

por lo que 2% =6 (mod 19) O

Ejemplo 2.22 Vamos a probar que a?® — a es divisible entre 30 cualquiera
que sea el entero a. En este caso es mas apropiado el Corolario [2.15, ya que
incluye a cualquier entero, sin necesidad de que sea primo con p. Factorizando

25 — @ es divisible por los primos 2, 3

30 vemos que es suficiente probar que a
y 5. Vamos a verlo, en primer lugar para p = 5. Aplicando el Corolario 2.15
dos veces tenemos:

a® = (a®)’ = a® = a (mod 5),

5

por lo que 5 divide a a?® — a cualquiera que sea el entero a. Analogamente,

a® = a (mod 3), por lo que

a® = (a®)%a = a®a = a’ = (¢®)® = a® = a (mod 3),

como querfamos. Para p = 2 un razonamiento més directo es ver que a®® — a

siempre es par, pero para continuar con el mismo método que en los casos
anteriores, podemos usar a?> = a (mod 2) de donde se deduce (de una forma
més laboriosa) que

=ad’a=a* = (a*)? = a®> = a (mod 2). O

El Corolario [2.15 prueba que si f(z) es un polinomio de grado d > p, reem-
plazando reiteradamente z? por x podemos encontrar un polinomio g(x) de
grado més pequeno que p con la propiedad de que f(x) = g(z) para cualquier
entero x. En otras palabras, cuando consideramos polinomios médulo P, es
suficiente restringir nuestra atenciéon a los de grado d < p. De forma analoga,
los coeficientes pueden reducirse modulo p.

2.4.2 El Teorema de Wilson

Como otra aplicacion del Pequeno Teorema de Fermat, proponemos un re-
sultado conocido como Teorema de Wilson, que fue probado por primera vez
por Lagrange en 1770:

Teorema 2.16 [Teorema de Wilson| Un entero positivo n es primo si, y sélo
si, (n — 1) = —1 (mod n).
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2.5 Los tests de base a: pseudoprimos y ntime-
ros de Carmichael

En teoria, el Teorema de Wilson resuelve el problema del test de primalidad
considerado en el Capitulo[l] Sin embargo, la dificultad de computar factoria-
les hace que el test sea muy ineficaz, incluso para enteros pequenos. En muchos
casos podemos mejorarlo utilizando el contrarreciproco del Corolario 2.15] el
cual asegura que si existe un entero a que verifica a™ #Z a (mod n), entonces n
es compuesto. Este test es mucho mas facil de aplicar, ya que en aritmética mo-
dular, las grandes potencias pueden calcularse mucho mas facilmente que los
factoriales, como pronto probaremos. Esto es, particularmente cierto, cuando
se dispone de un ordenador o, simplemente, de una calculadora. Aunque nos
limitaremos a ver ejemplos con enteros pequenos que pueden tratarse a mano,
resulta un buen ejercicio escribir programas que extiendan las técnicas a ente-
ros mucho mayores.

Test de base a

El método es el siguiente. Si tenemos un entero n y queremos saber si
es primo, elegimos un entero a y computamos a™ (mod n), reduciendo los
nimeros moédulo n, siempre que sea posible, para simplificar los calculos. Di-
remos que n supera el test de base a si a” =a (mod n), y que no lo supera si
a" #Z a (mod n); por lo que si, para n, falla el test de base a para algin a, el
Corolario implica que n debe ser compuesto, mientras que si n supera el
test puede ser primo o compuesto. Por simplicidad computacional, es sensato
comenzar con a = 2 (evidentemente a = 1 es indtil). Si encontramos que
2" # 2 (mod n), entonces n no supera el test de base 2, por lo que resulta
ser compuesto y acabamos. Por ejemplo, 26 = 64 # 2 (mod 6), por lo que 6
no supera el test de base 2 y, por tanto, es compuesto. Los chinos conocian
este test y conjeturaron hace 25 siglos que el reciproco también era cierto, se
decir, que si n supera el test de base 2, entonces n es primo. Esto resulto
ser falso, pero hasta 1819 no se encontré un contraejemplo: existen nimeros
compuestos n que verifican 2" = 2 (mod n), es decir, que superan el test de
base 2 y que, sin embargo, no son primos. A dichos enteros los denominamos
pseudoprimos: parecen que son primos, pero de hecho son compuestos.

Ejemplo 2.23 Apliquemos el test de base 2 al entero n = 341. El céalculo
de 231 (mod 341) se simplifica enormemente observando que 2% = 1024 = 1
(mod 341), por lo que

2341 — (21931 .2 =2 (mod 341)
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y 341 supera el test de primalidad. Sin embargo, 341 = 11-31, por lo que no es
primo sino pseudoprimo. (De hecho, previamente conocida esta factorizacién,
uno puede “hacer trampas” en el test de base 2 para evitar grandes calculos:
como 11 y 31 son primos, el Teorema nos dice que 2! =1 (mod 11) y
que 2% =1 (mod 31), de donde se deduce, ficilmente, que 234!
por 11 y por 31 y, por tanto, por 341). Ningin nimero compuesto n < 341

— 2 es divisible

supera el test de base 2, por lo que 341 es el pseudoprimo mas pequeno. [

Afortunadamente, los pseudoprimos son bastante raros pero, sin embargo,
existen infinitos.

Teorema 2.17 Ezisten infinitos pseudoprimos.

Demostracion. Vamos a probar que si n es pseudoprimo, 2" — 1 también lo
es. Como 2" — 1 > n podemos reiterar el proceso, partiendo de n = 341, para
generar una secuencia infinita de pseudoprimos.

Si n es pseudoprimo, es compuesto, por lo que el Teorema implica que
2™ — 1 es compuesto. La demostracién del Teorema [1.32] estaba puesta como
un ejercicio, por lo que si no lo ha hecho, aqui la tiene. Tenemos que n = ab,
donde 1 <a<nyl<b<n. Enlaidentidad de polinomios

g —1=(z—1)(@" " +2™ 4+ 1), (2.1)
la cual es vélida para cualquier m > 1, ponemos = = 2% y m = b, obteniendo
om _ 1 = 2(11) —1= (2(1 _ 1)(2a(b—1) + 2a(b—2) 4o 1)

Como 1 < 2% —1 < 2™ — 1, esto prueba que 2" — 1 es compuesto.

Debemos probar ahora que 22" 71 =2 (mod 2"—1). Como n es pseudoprimo,
tenemos que 2" = 2 (mod n), por lo que 2" = nk + 2 para algin entero k > 1.
Si hacemos © = 2" y m = k en , vemos que 2" — 1 divide a (2")F — 1;
por tanto, 2"* = 1 (mod 2" — 1), por lo que 22"~ = 2nk+l = 9nk . 9 = 2
(mod 2" — 1) como se queria probar. |

Volvamos a nuestro método de testeo de primalidad. Si n no supera el test
de base 2 entonces podemos parar, sabemos que n es compuesto; sin embargo,
si n lo supera puede ser primo o pseudoprimo, pero no sabemos mas. Podemos
repetir el test con un valor diferente de a. Al igual que con a = 2, si no supera
el test, probamos que n es compuesto, mientras que si lo pasa no nos dice nada.
En general, testamos n repetidamente utilizando cada vez un valor diferente
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de a. Obsérvese que si n supera el test para bases a y b (posiblemente iguales),
por lo que a” =ay b" =b (mod n), entonces (ab)” = ab (mod n), por lo que
n también supera el test de base ab, no aportando nada nuevo la aplicacién de
este test, por lo que parece sensato restringir los valores de a a los sucesivos
nimeros primos. Diremos que n es un pseudoprimo para la base a si n es
compuesto y verifica que a” = a (mod n), de tal forma que un pseudoprimo
para la base 2 es sélo un pseudoprimo, como se definié anteriormente.

Ejemplo 2.24 Tomemos de nuevo n = 341. Supera el test de base 2, por
lo que probaremos ahora con la base 3. Podemos calcular 33! (mod 341)
haciéndolo primero médulo 11 y médulo 31. Como 3° =243 =1 (mod 11) y
341 =1 (mod 5), se tiene que 3**! = 3 (mod 11). El Teorema[2.14 nos dice
que 3*° = 1 (mod 31), y como 341 = 11 (mod 30) tenemos que 33! = 3!
(mod 31); dado que 3° = —5 (mod 31), se tiene que 334! = 3(—5)? = 75 # 3
(mod 31). Por tanto, 33*! # 3 (mod 341), es decir: 341 no supera el test de
base 3. 0

En nuestras implementaciones de los tests de base a, hemos evitado, hasta
ahora, el cdlculo directo de a™ (mod n), haciendo uso de nuestro conocimiento
de algunas potencias mds pequenias de a (tal como 2'0 = 1 (mod 341) en el
Ejemplo o utilizando una factorizacion de n para reemplazar el mdédulo
n por otros médulos mas pequenios (tales como 11 y 31 en el Ejemplo .
En general, no disponemos de ninguna de estas reducciones, por lo que jcémo
calcular ¢™ (mod n) de una manera eficiente cuando n es grande? Calculando
directamente a,a? a3, ..., a™ (mod n) se requiere mucho tiempo, un método
mucho mejor es elevar al cuadrado y multiplicar las potencias obtenidas, una
técnica que también es efectiva para calcular potencias n-ésimas de otros ob-
jetos tales como enteros o matrices. La idea béasica es que si n = 2m es par,

n

2" = (2™)2 y sin = 2m + 1 es impar, 2" = (2™)%x, por lo que reiterando

el uso de esta regla se reduce el calculo de potencias n-ésimas a un numero
bastante pequeno de aplicaciones de las funciones

f:Z,—2Z, x+— y g:Z, —7Z, x— z’a,

las cuales son facilmente evaluables.
Visto de otra manera: supongamos que debemos calcular n* mod m.

Si expresamos « en binario, & = (1o, 1049 ... aq00)2 con a; =001 =

a=2"4+a, 12"+ a2+ o
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Para convertir o en decimal calculamos el valor numérico del polinomio
T r—1
T + ap_ 1T + -+ oaxr+

para x = 2 y este, por el Teorema del resto, se puede calcular dividiendo
dicho polinomio entre x — 2 por la regla de Ruffini, es decir, empezando por
1 multiplicamos por 2, sumamos «,_; y volvemos a multiplicar por 2, asi
sucesivamente hasta sumar «agy. Al llegar a este punto tenemos el valor de «.

Para calcular n®, al ser « el exponente, las operaciones se corresponden con
elevar al cuadrado cuando antes multiplicAbamos por 2 y a multiplicar por n®

cuando antes sumébamos a;. Como a; = 1 0 0, si es 1 equivale a multiplicar

0

por n y si es 0 equivale a multiplicar por n° = 1, es decir, a no realizar

operacion alguna.

Por ello, si por ejemplo es & = 19 = (10011), realizaremos el siguiente
Proceso:

a) Intercalamos C entre cada dos cifras consecutivas:
1C0C0C1C1
b) Sustituimos los unos por M y eliminamos los ceros

MCCCMCM

¢) Empezando por 1, M equivale a multiplicar por n mientras que C equivale
a elevar al cuadrado.
Asi pues:

M C C C M C M
1_)n_)n2_)n4_)n8_>n9_>n18_>n19

Este método nos asegura que, para cualquier n, el nimero de multiplicaciones
que requiere el calculo de a™ es, como maximo, el doble del nimero de digitos
de la expresién binaria de n, es decir, como méaximo 2(1 + [logn|).

Ejemplo 2.25 Como la expresion binaria de 91 es 1011011, el proceso anterior
nos dice que construyamos, en primer lugar la secuencia

1CoC1C1C0C1C1
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y que, a continuacién eliminemos los ceros y sustituyamos los unos por emes,
para obtener

MCCMCMCCMCM

por lo que podemos calcular n®! partiendo de 1 y aplicando la regla definida
anteriormente, lo que requiere de un total de 12 multiplicaciones, lo cual es
significativamente mas eficiente que las 90 que se requieren para calcular su-
cesivamente a,a?,a?, ..., a"". O

Volviendo al test de primalidad, si encontramos, eventualmente, un entero
a para el que n no supera el test de base a, habremos probado que n es
compuesto. Si, en cambio, n continia superando sucesivos tests, entonces no
tenemos probado nada definitivo acerca de n; de cualquier modo, se puede
probar que la probabilidad de que n sea primo se aproxima rapidamente a 1
cuando supera mas y mas tests independientes, asi después de un niimero sufi-
ciente de tests podemos afirmar que n tiene una probabilidad muy alta de ser
primo. Aunque esto no supone ninguna prueba rigurosa de primalidad, para
muchas aplicaciones précticas (como puede ser la criptografia) un alto nivel de
probabilidad es totalmente adecuado: la posibilidad de que n sea compuesto
después de haber pasado un nimero suficiente de tests es, significativamente,
mas pequena que la posibilidad de un error humano o de la maquina al tra-
bajar con n. Es este un tipico ejemplo de un algoritmo probabilistico, donde
admitimos un cierto grado de incertidumbre acerca del resultado para obtener
una respuesta en un tiempo razonable. Por contraste, el test de primalidad ba-
sado en el Teorema de Wilson es absolutamente cierto (si podemos garantizar
el célculo exacto), a costa de un tiempo de calculo irrazonable.

Es tentador conjeturar que si n es compuesto, no superard el test de base
a para algin a, por lo que el algoritmo anterior lo detectard (posiblemente
después de haber superado un gran nimero de tests). Desgraciadamente, este
no es el caso: existen nimeros compuestos n que superan el test de base
a cualquiera que sea a, por lo que no es posible detectarlo mediante este
algoritmo. Estos son los numeros de Carmichael, enteros compuestos n con
la propiedad de que a" = a (mod n) para cualquier entero a, por lo que
satisfacen la conclusién del Corolario [2.15]sin ser primos.

El ejemplo més pequeno de un nimero de Carmichael es n = 561 = 3-11-17.

Evidentemente es compuesto, por lo que para probar que es un numero de

Carmichael debemos probar que a®** = a (mod 561) para cualquier entero a

y, para ello, es suficiente con probar que la congruencia a®®! = a se satisface
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médulo 3, 11 v 17 para cualquier a. Consideremos, en primer lugar, a*%! =

a (mod 17). Si @ = 0 (mod 17) es evidente, por lo que podemos asumir
que a # 0 (mod 17). Como 17 es primo, el Teorema nos dice que

a' = 1 (mod 17); como 561 = 1 (mod 16), se tiene que a**! = a! = a

561 —

(mod 17). Unos célculos similares prueban que a a (mod 3) y que

a’®' = a (mod 11), por lo que a®** = a (mod 561) como querfamos probar.
Como en el caso de los pseudoprimos, probar que este es el menor nimero de
Carmichael depende de la tediosa tarea de rutina de comprobar que cualquier

nimero compuesto mas pequeno, no supera el test de base a para algun a.

Los niimeros de Carmichael se dan con mucha menor frecuencia que los pri-
mos, y son bastante dificiles de construir. En 1912, Carmichael conjeturé que
existen infinitos, y fue probado en 1992 por Alford, Granville y Pomerance. La
demostracion es dificil, pero un paso crucial es el siguiente resultado elemental:

Lema 2.18 Si n es libre de cuadrados (un producto de primos distintos) y
p — 1 divide a n — 1 para cada primo p que divide a n, o n es primo o es un
numero de Carmichael.

De hecho, el reciproco del Lema también es cierto, pero no lo probare-
mos, pues necesitaremos conceptos que se salen de nuestro proposito.

Ejemplo 2.26 El nimero n = 561 = 3 - 11 - 17 es libre de cuadrados y
compuesto; como n — 1 = 560 es divisible por p—1 = 2,10 y 16, el Lema [2.18
implica que 561 es un nimero de Carmichael. 0

2.6 Test de Lucas-Lehmer

Para la obtencién de ntimeros primos muy grandes se utilizan los ntimeros
de Mersenne (27 — 1 con p primo). El siguiente algoritmo nos proporciona un
test determinista de primalidad eficiente para los niimeros de Mersenne.

Teorema 2.19 Sea p un primo impar y consideremos la secuencia
Si=4 S =5 -2mod M, -+ S,.1=5._,—2mod M,

Se wverifica entonces que el numero de Mersenne M, es primo si, y solo s,

Sp—1 =0 (mod M,).



74 Aritmética modular

Asi, por ejemplo, el nimero de Mersenne M; = 27 — 1 = 127 es primo ya que

S =4

Sy =42 — 2 =14 = 14 mod 127

Sy =142 — 2 = 194 = 67 mod 127

Sy = 67* — 2 = 4487 = 42 mod 127

Sy =422 — 2 =1762 = 111 = —16 mod 127
Se = (—16)* — 2 = 254 = 0 mod 127

Este test, que resulta en apariencia demasiado largo de realizar (no olvide-
mos que estamos tratando de encontrar primos muy grandes) es ideal para
ordenadores, ya que las congruencias se realizan moédulo 2P — 1 que en binario
son muy faciles de obtener. Ademas se ha refinado computacionalmente con el
uso de Transformadas Répidas de Fourier para multiplicar a gran velocidad.

El soporte informatico para dichos calculos fue coordinado por el programa
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search), que desde su fundacién
en 1996 ha obtenido todos los anos el “Oscar al mayor nimero primo” y es
mediante el test de Lucas-Lehmer como se probd que el nimero de Mersenne
Meg72593 €8 primo.

2.7 La funcion de Euler

Una de las funciones mas importantes en teoria de numeros es la funcion
de Euler ¢(n), la cual nos da el nimero de clases de congruencia [a] € Z,
que tienen inverso para la multiplicacién. Veremos como evaluar esta funcién,
estudiaremos sus propiedades basicas, y veremos cémo puede aplicarse a va-
rios problemas, tales como el calculo de grandes potencias y el codificado de
mensajes secretos.

Por ejemplo, un importante resultado de este capitulo es el Pequeno Teo-
rema de Fermat: si p es primo, a?~! =1 (mod p) cualquiera que sea el entero
a #Z 0 (mod p). Nos gustaria encontrar un resultado similar para médulos
compuestos, pero si reemplazamos p por un entero compuesto n, la congruen-
cia resultante "' =1 (mod n) no es cierta en general: si med (a,n) > 1
cualquier potencia positiva de a es divisible por d, por lo que no puede ser
congruente con 1 médulo n. Esto nos sugiere que debemos restringirnos a los
enteros a que sean primos con n pero, aun entonces, la congruencia puede
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fallar: por ejemplo, sin =4y a=3,a" ! =27%# 1 (mod 4). Necesitamos un
exponente diferente e(n) tal que a®™ =1 (mod n) para todo entero a primo
con n. La funcién més sencilla que tiene esta propiedad nos devuelve a la
funcién de Euler ¢(n), objeto de esta seccién, y una de las mas importantes
funciones en teoria de nimeros.

Denotemos por U, al conjunto de las unidades de Z,,. Por el Teorema [2.13[el
ntimero |U,| de elementos de U,, equivale al niumero de enteros a = 1,2,...,n
tales que med (a,n) = 1.

Definicién 2.2 Se denomina funcion de Fuler a la funcién ¢ : N — N que
asocia a cada n € N el nimero de unidades de Z,, es decir:

¢(n) = [Us|

La siguiente tabla nos da el valor de la funcién de Euler para los primeros
enteros

no||12]3]4|5]|6|7|8[9]10]11]12
on)|[ 11224 |2|6|4|6|4]10]4

Tabla 2.2: Los primeros valores de la funcion de Euler.

Decimos que un subconjunto R de Z es un conjunto reducido de restos modulo
n si contiene a un elemento de cada una de las ¢(n) clases de congruencia de
U,. Por ejemplo, {1,3,5,7} y {£1,£3} son conjuntos reducidos de restos
modulo 8.

Lema 2.20 Si R es un conjunto reducido de restos modulo n y un entero a es
una unidad mddulo n, el conjunto aR = {ar|r € R} es también un conjunto
reducido de restos modulo n.

En 1760, Euler probé la siguiente generalizacion del Pequeno Teorema de
Fermat y que se conoce como teorema de Fuler.

Teorema 2.21 [Teorema de Euler] Si med (a,n) = 1, a®™ =1 (mod n).

Demostracién. Sustituyamos los enteros 1,2,...,p — 1 con un conjunto re-
ducido R = {ry,...,7¢m)} de restos médulo n en la demostracién del Teo-
rema [2.14] Si med (a,n) = 1, aR es también un conjunto reducido de restos
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médulo n (ver el Lema , por lo que el producto de todos los elementos
de aR debe ser congruente con el de todos los elementos de R. Esto nos dice
que a®™riry - - Ton) = T1T2 " Te(n) Y como todos los factores r; son unidades,
podemos cancelarlos y quedarnos con a®?™ = 1. [ |

Ejemplo 2.27 El Pequeno Teorema de Fermat es un caso especial de este
resultado: si n es un primo p, por el Teorema [2.13| las unidades de Z, son
1,2,...,p—1, por lo que ¢(p) = p— 1y, por tanto, a?"' =1 (mod p). O

Ejemplo 2.28 Si tomamos n = 12, Ujs = {£+1,£5} y ¢(12) = 4; tenemos
que (£1)* = 1y (£5)* = 625=1 (mod 12), por lo que a* =1 (mod 12)
cualquiera que sea a primo con 12. L]

Busquemos ahora una férmula general para ¢(n). Hemos visto tinicamente
el caso ¢(p) = p — 1 para cualquier primo p, y una simple extension de éste
trata el caso en que n es una potencia prima.

Lema 2.22 Sin = p° donde p es primo,

¢pn)=p"—p=p"p-1)=n (1 - %) :

Demostracién. ¢(p€) es el nimero de enteros en (1,...,p%) que son primos
con p°, es decir, no divisibles por p; este conjunto tiene p° elementos, de los
cuales p¢/p = p°! son multiplos de p, por lo que ¢(p¢) = p® — p* ! =
P — 1), u
Se puede interpretar este resultado en términos de probabilidad. Un entero
a es una unidad maédulo p® si, y solo si, no es divisible por p. Si elegimos a
al azar, serd divisible por p con probabilidad 1/p, y de serd primo con p¢ con
probabilidad 1 — 1/p. Por tanto, la proporcién ¢(p)/p de clases de Z,, que son
unidades debe ser 1 — 1/p, por lo que ¢(n) = n(1 — 1/p) para n = p°.

Para dar una férmula de ¢(n) valida para cualquier niimero natural, nece-
sitamos un resultado que combine la informacién dada en el Lema para
distintas potencias de primos. El Teorema nos la da, pero para probarlo
es necesario ver el siguiente resultado sobre conjuntos completos de restos.

Lema 2.23 Si A es un conjunto completo de restos modulo n, m es un entero
primo con n y ¢ un entero cualquiera, el conjunto Am+c={am+c|a e A}
es también un conjunto completo de restos modulo n.
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Demostracién. Si am + ¢ =a'm + ¢ (mod n), donde a,a’ € A, restando
¢ y cancelando la unidad m, vemos que a = a’ (mod n) y, por tanto, a=a’.
Entonces, los n elementos am + ¢ (a € A) se encuentran cada uno en una
clase de congruencia diferente, por lo que constituyen un conjunto completo
de restos modulo n. [ |

Teorema 2.24 Sim y n son primos entre si, ¢(mn) = ¢p(m)p(n).

Demostraciéon. Podemos suponer que m,n > 1, pues en caso contrario el
resultado es trivial, ya que ¢(1) = 1. Coloquemos los mn enteros 1,2, ..., mn,
en una matriz de n filas por m columnas, de la siguiente forma:

1 2 3 ceem
m+1 m + 2 m—+3 <o 2m

(m—1m+1 (n—1)m+2 (n—1)m+3 :nm

Estos enteros ¢ forman un conjunto completo de restos médulo mn, por lo
que ¢(mn) representa el nimero de ellos que son primos con mn, o lo que
es lo mismo, los que verifican que med (i, m) = med (i,n) = 1. Los enteros
de una columna dada son todos congruentes médulo m, y las m columnas
representan a las m clases de congruencia médulo m; por tanto, exactamente
¢(m) columnas estan constituidas por enteros ¢ primos con m y las demés
columnas estéan constituidas por enteros con med (i,m) > 1. Cada columna
de enteros primos con m tiene la forma ¢, m+¢,2m+c¢,...,(n—1)m+ ¢ para
algin c; por el Lema [2.23] es un conjunto completo de restos médulo n, ya
que A ={0,1,2,...,n—1} lo es y med (m,n) = 1. Dicha columna contiene
ademéds ¢(n) enteros primos con n, por lo que las ¢(m) columnas contienen
¢(m)p(n) enteros i primos con m y con n. Por tanto, ¢(mn) = ¢(m)op(n)
como queriamos probar. [

Ejemplo 2.29 Los enteros m = 3 y n = 4 son primos entre si con ¢(3)
o(4) =2;aquimn =12y ¢(12) =2-2 = 4.

oo

El resultado del Teorema falla si med (m,n) > 1: por ejemplo, 22 = 4
pero ¢(2)* # ¢(4).

Corolario 2.25 Si la descomposicion en factores primos de un niumero n es

— €l €k

o) =TT0 =) =TT "= =nJ] (1- ).
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Demostraciéon. Vamos a probar la primera de las expresiones por induccién
en k (las otras expresiones se deducen facilmente). El Lema prueba el caso
k =1, por lo que asumimos que k > 1 y que el resultado es cierto para todos
los enteros divisibles por un nimero de primos menor que k. Tomemos n =
pit - p o plk, donde pit - pF Ty pit son primos entre si. El Teorema M
nos dice que
¢(n) = o(pt - -0 )o(py)-
La hipoétesis de induccién nos dice que

k-1

o - pnt) = [ L0f = pf ),

=1

y el Lema que
opit) = (" =P,

combinando ambos resultados obtenemos que

k
o(n) =[5 —pi ).
i=1 =
Una forma mds concisa de escribir este resultado es ¢(n) = n[],,(1 - ]lo),

donde len representa el producto sobre todos los primos p que dividen a n.

Ejemplo 2.30 Los primos que dividen a 60 son 2, 3 y 5, por lo que

1 1 1 1 2 4

Podemos comprobarlo escribiendo los enteros ¢ = 1,2, ...,60 y borrando aque-
llos para los que med (i,60) > 1. Inicialmente tenemos 60 nimeros; borrando
los multiplos de 2 nos quedamos con la mitad de ellos, borrando ahora los
multiplos de 3 eliminamos la tercera parte de los que nos quedan y borrando
finalmente los multiplos de 5 eliminamos la quinta parte del resto. Nos queda
los 16 numeros 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 49, 53 y 59 que
constituyen un conjunto reducido de restos médulo 60. 0
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2.8 Aplicaciones

Una vez estudiado cémo calcular la funcién de Euler ¢(n), veremos algunas
aplicaciones suyas. Hemos visto como utilizar el Pequeno Teorema de Fermat
aP~! = 1 para simplificar congruencias médulo p donde p es primo, y podemos
hacer ahora un uso similar del Teorema de Euler a?™ =1 para simplificar
congruencias modulo n cuando n es compuesto.

Ejemplo 2.31 Vamos a calcular los dos tltimos digitos de 3492, Esto es
equivalente a encontrar el menor resto, no negativo, de 3'4%? (mod 100). Dado
que 3 es primo con 100, por el Teorema m (con @ =3y n = 100) tenemos
que 3°1%0) =1 (mod 100). Los primos que dividen a 100 son 2 y 5, por lo
que el Corolario nos dice que ¢(100) = 100 - (1/2) - (4/5) = 40, por lo
que tenemos que 3'° =1 (mod 100). Como 1492 = 12 (mod 40) se deduce

que 3'% =32 (mod 100). Al ser 3* = 81 = — 19 (mod 100), se tiene que
3% =(-19)? = 361 = — 39y, por tanto, 3'2 = —19-(—-39) = 741 = 41. Las
dos tltimas cifras son, por tanto, 41. O

Vamos a cerrar este capitulo con algunas aplicaciones de la teoria de niimeros
a la criptografia. Los cédigos secretos han sido utilizados desde la antigiiedad
para enviar mensajes seguros, por ejemplo en tiempo de guerra o de tensiones
diplomaticas. Hoy dia se guarda, con frecuencia, informacién delicada de
naturaleza médica o financiera en los ordenadores, y es importante mantenerla
en secreto.

Muchos cédigos estan basados en teoria de nimeros. Uno muy simple es
sustituir cada letra del alfabeto por la siguiente. Matematicamente, podemos
representar las letras como enteros |, =0 A =1, B=2,...,7Z =27 y anadir
1 a cada una. Para codificar la Z como _; debemos sumar en modulo 28, por
lo que 27 + 1 = 0. Codigos similares se obtienen sumando un entero fijo &
(conocido como clave), en lugar de 1: Julio Cesar utilizaba la clave k = 3. Para

decodificar debemos realizar, simplemente, la transformacién inversa, restar k
(mod 28).

Estos codigos son faciles de romper. Podemos probar todos los posibles
valores de k hasta obtener un mensaje comprensible, o podemos comparar las
letras mas frecuentes en el mensaje con las que se saben que son més frecuentes
en la lengua original (E y T en Inglés), para encontrar k.

Un tipo de cédigo, ligeramente méas seguro utiliza transformaciones afines
de la forma x +— az + b (mod 28), para distintos enteros a y b. Para poder
decodificar con éxito debemos poder recuperar un tnico valor de x a partir de
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ax + b, y esto es posible si, y s6lo si, a es una unidad en Zsg, por lo que si
contamos las posibles parejas a, b observamos que existen ¢(28)-28 = 14-28 =
392 posibles cédigos. Romper tal codificacién probando todas las posibles
parejas a y b resultaria tedioso a mano (aunque es ficil con un ordenador)
pero, de nuevo, investigar la frecuencia puede hacer la tarea mucho mas facil.

Se puede mejorar bastante con codigos basados en el Pequeno Teorema de
Fermat. La idea es la siguiente: Elegimos un primo grande p y un entero
e primo con p — 1. Para codificar, utilizamos la transformacién Z, — Z,
dada por ¢ (mod p) (hemos visto cémo calcular de forma eficiente grandes
potencias en Z,). Si0 < & < p, x es primo con p, por lo que "' =1 (mod p).
Para decodificar debemos hallar primero el inverso f de e médulo p — 1, es
decir, debemos resolver la congruenciaef = 1 (mod p—1) utilizando el método
descrito en la pdgina[71} esto es posible por ser e una unidad médulo p—1. Por
tanto, ef = (p — 1)k + 1 para algiin entero k, por lo que (2¢)f = g~k =
(xP Y% .2 =2 (mod p). De este modo, podemos determinar = a partir de ¢,
simplemente elevando a la potencia f-ésima , por lo que el mensaje puede ser
decodificado de forma eficiente.

Ejemplo 2.32 Supongamos que p = 29 (que, aunque en la realidad no es 1til,
lo elegimos para ilustrar el ejemplo). Debemos elegir e primo con p—1 =28y
hallar f tal que ef =1 (mod 28). Sitomamos, por ejemplo, e = 5 codificamos
aplicando x +— 2° (mod 29) y al ser f = 17 decodificamos mediante z — z!7
(mod 29). Obsérvese que (2°)'7 = 2% = (228)3

2?8 =1 (mod 29) para cualquier x primo con 29, por lo que la decodificacién

-z =z (mod 29), ya que
es la inversa de la codificacion. O

Representar, individualmente, las letras como niimeros, no es seguro, ya que
quien espia puede hacer uso del conocimiento de la frecuencia de las letras.
Un método mejor consiste en agrupar las letras en bloques de longitud £ y
representar cada bloque como un entero = (si la longitud del texto no es un
multiplo de k, se pueden anadir al final una serie de letras sin sentido). Elegi-
mos p suficientemente grande para que los distintos bloque de longitud & pue-
dan representarse mediante diferentes clases de congruencia z # 0 (mod p) y
codificamos y decodificamos mediante z — ¢y z — 2/ (mod p) respectiva-
mente.

Romper estos cédigos resulta muy dificil. Supongamos, por ejemplo, que un
espia ha descubierto el valor de p utilizado y que también conoce una pareja
x ey =z (mod p). Para romper el c6digo necesita conocer el valor de f (o
equivalentemente, de e), pero como p es suficientemente grande (digamos de,
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al menos, un centenar de digitos), no se conoce ningtn algoritmo eficiente para
calcular e a partir de la congruencia y = ¢ (mod p) donde x e y son conocidos.
A veces se le llama problema del logaritmo discreto, ya que podemos ver esta
congruencia como una version modular de la ecuaciéon e = log, y. La seguridad
del método consiste en que mientras que las potencias son faciles de calcular
en aritmética modular, los logaritmos parece ser que son dificiles.

Un inconveniente de este tipo de cédigo es que el remitente y receptor deben
estar de acuerdo, con anterioridad, en los valores de p y e (llamados la clave
del cddigo). Teniendo en cuenta que, por seguridad, deberdn cambiar la clave
de vez en cuando, jde qué modo pueden hacerlo de forma segura? Podrian,
por supuesto, intercambiar esta informacion en forma codificada, pero entonces
tendrian que estar de acuerdo acerca de los detalles de la codificacién utilizada
para discutir la clave, de forma que nadie resuelva el problema.

2.8.1 Criptografia RSA

Esta dificultad puede evitarse utilizando un sistema criptogrdfico de clave
publica. Nosotros nos limitaremos a estudiar el método desarrollado en 1978
por R.L. Rivest, A. Shamir y L. Adleman y que es conocido como sistema
criptogrdfico RSA (iniciales de sus autores).

Para codificar un mensaje con un coédigo R.S.A. se reagrupa el texto en
bloques de igual longitud, es decir, en grupos de r letras cada uno. Asi, por
ejemplo, si el texto es HOLA_ A TODOS y elegimos r = 4 quedara reagrupado
de la forma (HOLA)(LALT)(ODOS). Asignando a cada letra un elemento de
Zos (ver la biyeccién establecida anteriormente) convertimos cada grupo en
un numero, pero teniendo en cuenta que cada letra va a ser representada por
dos digitos, es decir, A no 1 sino 01, B sera 02, etc. ya que de lo contrario
no sabriamos mas tarde si 11 es AA o K. De esta manera nuestros grupos
se transforman en 08161201, 00010021 y 16041620 respectivamente. A cada
uno de estos numeros lo denominaremos palabra y vamos a codificar palabra
a palabra.

Elijamos ahora dos ntimeros ¢ y s de tal forma que ¢ sea primo con todas las
palabras del texto (esto se puede garantizar tomando ¢ de tal manera que todos
sus divisores primos sean mayores que la mayor palabra posible, en nuestro
caso 27272727) y s sea primo con ¢(q) (funcién de Euler). El texto se codifica
sustituyendo cada palabra n por n® mod q.

Asi, la palabra 9171302 tomando ¢ = 3524084471 = 59359%x 59369y s = 5 (ya
que ¢(q) = 59358 x 59368 = 3523965744 y 5 es primo con ¢(q)), se convertird
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en la palabra codificada 9171302% mod g = 2839270855.

Al ser s primo con ¢(q) sabemos que existe t = s~! mod ¢(q) verificando que
ts + ao(q) = 1.

Entonces:
n = ptsted@ — ptspada)

Como ¢ es primo con n (g se eligié primo con todas las palabras del texto), por
el Teorema de Fermat sabemos que n®@ = 1 mod ¢, por lo que n** mod ¢ = n.

Asi pues, si la palabra codificada es ¢ = n® mod ¢ donde n es la palabra
original, entonces ¢! mod ¢ = n® mod ¢ = n. Es decir, decodificar el mensaje
consiste en volver a codificarlo utilizando ahora ¢ y ¢ con t = s~ mod ¢(q).

Nos encontramos en este proceso con dos dificultades, a saber:

a) Para codificar hemos elevado cada palabra a la potencia s y para decodi-
ficar debemos elevarlas a t = s7! mod ¢(q). Si como en nuestro ejemplo
q = 3524084471 y s = 5 entonces, t = 740793149.

b) Para hallar ¢ es necesario conocer primero ¢(q) y para ello es necesario
factorizar previamente q.

El primer problema hemos visto que tiene facil solucién sin mas que aplicar
el método descrito en la pagina[71], sin embargo, el segundo no tiene solucién,
ya que un numero de mas de 10 o 12 cifras es muy dificil saber si es o no
primo. Es mads, existen algoritmos para encontrar ntimeros con la garantia de
que ningun otro algoritmo pueda decidir si este es 0 no primo.

Precisamente la imposibilidad de poder factorizar un nimero de este tipo es
lo que garantiza la seguridad del método.

Ejemplo 2.33 Supongamos que se han elegido ¢; = 89 y g2 = 97, por lo que se
hace piiblico ¢ = 89-97 = 8633, mientras que ¢(q) = 88-96 = 8448 = 28.3-11
se mantiene en secreto. El receptor elige y publica un entero s primo con
¢(q), digamos que s = 71. Se halla (y se mantiene en secreto) el inverso
t=s"1=71"1 =119 (mod 8448).para enviar un mensaje, cualquiera puede
buscar el par ¢ = 8633 y s = 71 y codificar mediante n — n™ (mod 8633).
Para decodificar, el receptor utiliza la transformacién n — n'? (mod 8633),
que no estd disponible por nadie que no conozca que t = 119. Un espia
necesitarfa factorizar ¢ = 8633 para hallar ¢(q) y, a partir de él, encontrar t.
Por supuesto que la factorizacién de 8633 no presenta ninguna dificultad, pero
esto sélo es una simple ilustracién del método. La eleccion de dos primos p; y
po significativamente mayores, hace el problema mucho méas duro. [l
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Este sistema proporciona también una firma del mensaje para demostrar a
un receptor que viene de mi y no de ningin otro. Primero decodifica su nombre
utilizando su n y f (que se mantiene en secreto). Se codifica después el resul-
tado utilizando la clave ¢ y s del receptor (que es de conocimiento publico) y se
envia. Descifrard este mensaje con su propio g y t y codificara el resultado con
nuestro ¢ y s (que también son ptblicos). Al final de este proceso, el receptor
debe tener su nombre, ya que ha invertido las dos aplicaciones utilizadas. Sélo
usted puede haber aplicado correctamente la primera transformacién, por lo
que €l sabe que el mensaje ha sido enviado por usted.

El sistema de comunicacion es el siguiente. Establecido el nimero r (longitud
de los grupos a codificar) entre los interlocutores A, B y C, cada uno de
ellos construye un ntimero g4, gg vV qc respectivamente y hacen publicas sus
respectivas claves (g4, $4), (¢, $8) v (gc, s¢).(La norma para elegir ¢ es tomar
el producto de dos primos de méas de 2r + 1 digitos cada uno). Los niimeros
ty = s, mod ¢(qa), tp ¥ tc s6lo son conocidos y sélo pueden ser calculados
por A, B y C respectivamente.

Si A desea enviar el mensaje M a B, realiza el siguiente proceso: codifica
(M,qa4,s4) dos veces, la primera con la clave (ga,t4) y la segunda con la clave

(QB7SB)-
(M) qa, SA) M (M,7 qlu S,) (w (E7 q, S)

B recibe de A el mensaje (E, q,s) y lo codifica otras dos veces, la primera con
la clave (gp,tp) v la segunda con (g, Sa).

(B, q,s) 28 (M, ¢, ') 222 (M, g, 51)

Si C enviase un mensaje a B para que este crea que procede de A, como C no
conoce t4 realizaria el siguiente proceso:

qa,thy

(M, qa,81) — (M',d,s") == (E, q,5)
B recibe, supuestamente de A (E, q,s) y decodifica como antes:
(. a.5) = (Mo, 8) =2 (M, dy,8))

pero observa que (¢4, §4) no es la clave de A, por lo que deduce inmediatamente
que el mensaje no puede provenir de A.
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2.9 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1 Sin realizar los productos, calcular los restos de dividir:

a) 28 x 33 entre 35, b) 15 x 59 entre 75, c) 3% entre 13,
d) 52%™ entre 17, e) 3536 entre 41.

Ejercicio 2.2 Sin hacer uso de una calculadora, encontrar el resto de dividir:

a) 34 x 17 entre 29, mb) 19 x 14 entre 23,
c) 5! entre 19, md) 1! + 2! + 3! 4 --- 4 10! entre 10.

Ejercicio 2.3 Probar, mediante congruencias, que 32" 4 24"+1 ¢g divisible
por 7 cualquiera que sea el entero n > 1.

Ejercicio 2.4

a) Probar que el nimero inmediatamente posterior a cualquier potencia de
5 es multiplo de 2 pero no de 4.

b) Probar, por induccién en n, que si denotamos por p™ || N a la mayor
potencia del primo p que divide a N (asi, por ejemplo, 23 || 40 ya que 23 =
8 es un divisor de 40 pero 2* = 16 no lo es), se verifica que 2"2 || 5*" — 1
para cualquier n € Z™.
Indicacién: recuérdese que a?* — 1 = (a* — 1)(a* + 1).

Ejercicio 2.5 Probar que los siguientes polinomios no tienen raices enteras:
a) 28 —x+1, b) 23+ 2% —x + 1,

c) x3 4+ x% —x + 3, d) 2 — 2+ 2z — 3.

Ejercicio 2.6 Encontrar la solucién general de la congruencia

122 =9 (mod 15).

Ejercicio 2.7 Para cada una de las siguientes congruencias, decidir cudles
tienen solucion y cuéles no, encontrando la soluciéon general.

a) 3xr =5 (mod 7), b) 122 = 15 (mod 22),
¢) 192 = 42 (mod 50), d) 18z = 42 (mod 50).
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Ejercicio 2.8 Si x =2 (mod 3) y =3 (mod 5), jcuanto es x mod 157

Ejercicio 2.9 Resolver el sistema de congruencias

r=1 (mod4), x=2 (mod3), x=3 (mod?H).

Ejercicio 2.10 Resolver el sistema de congruencias

r=2 (mod7), x=7 (mod9), x=3 (mod4).

Ejercicio 2.11 Resolver el sistema de congruencias

3r =6 (mod 12), 2r=5 (mod?7), 3zx=1 (mod}5).
Ejercicio 2.12 Resolver la congruencia 91z = 419 (mod 440).

Ejercicio 2.13 Hallar la solucién general de la congruencia

54z = 342 (mod 23400).

Ejercicio 2.14 ;Puede conocerse un entero positivo sabiendo que es menor
que 100 y conociendo los restos de sus divisiones entre 3, 5 y 77

Ejercicio 2.15 Determinar cuales de los siguientes sistemas de congruencias
tienen solucion y, en caso de tenerla, encontrar la solucion general:

a) =1 (mod 6), x=5 (mod 14), z=4 (mod 21).
b) =1 (mod 6), x=5 (mod 14), z= -2 (mod 21).
c) x =13 (mod 40), 2z =5 (mod 44), 2z =38 (mod 275).
Ejercicio 2.16 Resolver el sistema de congruencias:
r=1 (mod4), x=2 (mod3), x=3 (mod?H).
Ejercicio 2.17 Hallar el valor de n sabiendo que se trata del menor multiplo

de 4, no inferior a 250, que da de resto 4 tanto si lo dividimos entre 6 como si
lo hacemos entre 9.
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Ejercicio 2.18 Siete ladrones tratan de repartir, entre ellos y a partes igua-
les, un botin de lingotes de oro. Desafortunadamente, sobran seis lingotes
y en la pelea que se desata muere uno de ellos. Como al hacer de nuevo el
reparto sobran dos lingotes, vuelven a pelear y muere otro. En el siguiente
reparto vuelve a sobrar una barra y sélo después de que muera otro es posi-
ble repartirlas por igual. ;Cudl es el minimo ntimero de barras para que esto
ocurra?

Ejercicio 2.19 Una banda de 20 piratas trata de repartirse un botin de entre
5000 y 10000 monedas de oro. Al intentar hacer un reparto equitativo les
sobran 15 monedas que se disputan entre ellos y como consecuencia de la
pelea muere uno de los piratas. Deciden hacer de nuevo un reparto equitativo
pero les vuelven a sobrar 15 monedas. En una nueva disputa vuelve a morir
otro de los piratas y al volver a efectuar el reparto les sobran 3 monedas.

a) Calcular el nimero de monedas del botin.

b) Sila historia continta, es decir, siempre que sobren monedas se organiza
una reyerta y muere uno de los piratas, ;cuantos quedaran vivos cuando
en el reparto no sobre ninguna moneda? La respuesta no tendra validez
si se calcula eliminando sucesivamente piratas hasta dar con la solucion.

Ejercicio 2.20 Se dispone de una cantidad par de monedas. Si formamos
montones de 17 monedas cada uno nos sobran 8 monedas, mientras que si,
con la mitad de las monedas iniciales, se forman montones de 7 nos sobran 3.
Calcular la cantidad de monedas de que se disponia sabiendo que su nimero
era inferior a 600. En caso de existir mas de una solucién jexiste alguna de
ellas para la que 7V mod 31 = p donde N representa la solucién buscada y p
un numero primo? ;Es ahora tnica la solucion?

Ejercicio 2.21 Para todon € N, sea A, = 2" + 4" + 8".

a) Probar que si n =m (mod 3) entonces 4, = A, (mod 7).

b) Probar, sin hallar su expresiéon decimal, que el nimero cuya expresién
en binario viene dada por 1000100010000, es divisible entre 7.

Ejercicio 2.22 Considérese el sistema de congruencias lineales

2c = 4 (mod 10)
7T = 19 (mod 24)
2r = —1 (mod 45)
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a) Encontrar los enteros positivos a, b, ¢, ni, ny y ns tales que el sistema
dado sea equivalente a este otro

r = a (modn)
r = b (mod ny)
r = ¢ (mod nj)

b) Probar que se verifican las hipétesis del Teorema Chino del Resto gene-
ralizado y que, por tanto, el sistema admite solucién. Reducirlo a otro
sistema equivalente en el que los médulos sean mutuamente primos entre
si.

c) Encontrar todas las soluciones del sistema comprendidas entre 1000 y
2000.

d) Sean m la menor y M la mayor de las soluciones encontradas. ;Se puede
asegurar si son primos o compuestos sabiendo que 2™ = 2 (mod m)y
que 2" = 1048 (mod M)? Justifica las respuestas.

Ejercicio 2.23

a) Considérese un polinomio P(x) con coeficientes enteros y sea n un entero
positivo. Probar que si @ = b (mod n) entonces P(a) = P(b) (mod n).

b) Del apartado anterior se deduce que sin € Z es una raiz de P(x) yn=r
(mod m) (para un determinado m € Z%) entonces P(r) = P(n) = 0
(mod m).

Utilizar dicha propiedad para probar que cualquiera que sea el polinomio
P(z) que tome los valores que se dan en la siguiente tabla, carece de raices
enteras. ;Se deduce de ello que el polinomio es irreducible?

x 0| 1 2 3 4 5
P(z) | 3 | =2 | =73 |—204 | —221 | 338

c¢) El polinomio de menor grado que satisface los valores de la tabla anterior

es
P(z) = 2° — 32" — 62 — 92 + 122 + 3.

Aplicar el criterio de Eisenstein para probar que se trata de un polinomio
irreducible. ;Se deduce de ello que el polinomio carece de raices enteras?



88 Aritmética modular

Ejercicio 2.24 Aplicar a n = 341 los test de base a para estudiar si es primo.
Ejercicio 2.25 Probar que 1729 y 2821 son nimeros de Carmichael.

Ejercicio 2.26 Encontrar un nimero de Carmichael de la forma 7 - 23 - p,
donde p es primo.

Ejercicio 2.27 Encontrar dos nimeros de Carmichael de la forma 13-61-p
donde p es primo.

Ejercicio 2.28 Probar que no existe ningin nimero de Carmichael de la
forma n = 55 - m siendo m un nimero libre de cuadrados y primo con 55.

Ejercicio 2.29

Un nimero compuesto n se dice que es de Carmichael si a™ = a
(mod n) cualquiera que sea el entero a.

a) Utilizar la definicién de nimero de Carmichael para probar que 561 lo
es.

Un entero n = pipa---pp con 'k > 1 yp, # pj st i # j es de
Carmichael si, y sdlo si, (p; — 1) | (n — 1) cualquiera que sea i =
1,2, k.

b) Probar que no existe ningiin nimero de Carmichael de la forma 21p
siendo p un niimero primo.

c¢) Probar que el inico nimero de Carmichael de la forma 33p, con p primo,
es H61.

Ejercicio 2.30 Hallar tres niimeros primos pi, po y p3, con 5 < p; < py <
p3 < 37 tales que n = py - po-p3 vy m = 37 - py - po - p3 sean numeros de
Carmichael.

Ejercicio 2.31

a) Hallar dos nimeros primos p y ¢ (con p < q) tales que 91-p y 91 ¢ sean
ambos numeros de Carmichael.
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b) Aplicar el test de base 2 al nimero n = p- ¢ para determinar si se trata,
0 no, de un pseudoprimo.

¢) Sin calcular su valor, determinar en qué cifra termina el nimero p? — ¢”.
Ejercicio 2.32 ;Para qué valores de n es ¢(n) =2 (mod 4)?
Ejercicio 2.33 Encontrar todos los valores de n para los que ¢(n) = 16.

Ejercicio 2.34

a) Encontrar todos los valores de n para los que ¢(n) = n/2.

b) Encontrar todos los valores de n para los que ¢(n) = n/3.

Ejercicio 2.35 Utilizar un cédigo de Caesar con clave (3,0) en Zsg para co-
dificar la cadena de caracteres “HOLA A TODOS”

Ejercicio 2.36 El siguiente texto esté codificado usando un cédigo de Caesar
en Zog de clave (a,0):

“DZ VJNLND HNNA NDGN NNJNIZCLS ND YJN UC WCD ANDJNHGS NH
VASFHNKC”

Hallar con qué elemento esta codificado y decodificarlo.

Ejercicio 2.37 Realizar la codificacion RSA de “HELLO” utilizando r =
1, ¢ =101, s = 3. Comprobar decodificando el resultado.

Ejercicio 2.38 Decodificar el mensaje 1914, sabiendo que la clave publica es
(2803, 113).

Ejercicio 2.39 Tomando » = 1, ¢ = 29, s = 5, codificar y decodificar el
mensaje “CODIFICAME”.

Ejercicio 2.40 Realizar la codificacion RSA tomando r = 4, s = 5y ¢ el
producto de los dos primos ¢ = 59359 x 59369 = 3524084471 de la palabra
“HOLA”. Comprobar el resultado decodificando.
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Ejercicio 2.41 Utilizando el alfabeto {,, E, M, N, O, P, R, S} (donde
designa el espacio en blanco), y numerando sus elementos del 0 al 7 respecti-
vamente, decodificar el mensaje 061 — 026 — 091 — 014 — 035 — 094 — 021
sabiendo que fue codificado mediante un cédigo RSA con r = 2 y que la clave
es (¢, s) = (101,67).

Ejercicio 2.42 Considérese el alfabeto {, A, B, C, D, E} (donde ., designa
el espacio en blanco), y enumérense sus elementos del 0 al 5 respectivamente.
Si tomamos, para un cédigo RSA, la clave (g, s) = (12,5) con r = 2 se pide:

a) Codificar el mensaje BECA.
b) Decodificar el mensaje codificado en el apartado anterior.

c) ;Qué es lo que falla? Justifica la respuesta.



3. Técnicas de contar

3.1 Funciones
El primer contacto que se tiene con una funcién en la ensenanza primaria es

a través de una tabla de valores, de tal forma que a la vista de la tabla

3
10

|1 2
y‘? 4

3 4
6 8
se induce la relacion y = 2x.

La idea de funcién no es mas que la de tratar de asociar a unos elementos,
que denominaremos originales, otros que llamaremos imdgenes por medio de
un determinado proceso.

Entrada Salida

Proceso

Este proceso no ha de ser necesariamente una féormula matematica sino que
puede ser, por ejemplo, dado el nombre de un usuario encontrar su numero
de abonado en una guia telefénica. Evidentemente, aqui nos interesaremos
por aquellos procesos que puedan ser definidos a través de una expresién ma-
tematica.

Para que un proceso de este tipo sea considerado una funciéon se han de
cumplir dos requisitos légicos, a saber:

a) A dos entradas iguales han de corresponder dos salidas iguales.

b) Toda entrada ha de tener una salida.

91
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Al conjunto de las posibles entradas lo denominaremos conjunto original y
al que contiene a todas las posibles salidas lo llamaremos conjunto final . Los
denotaremos por Xe Y respectivamente, por lo que una funcién f : X — Y

debe verificar:
r=y= f(z) = f(y)

(3.1)
Vee X =3JyeY : y= f(z)
que son los dos requisitos logicos que debia cumplir cualquier funcion.
Ejemplo 3.1 f: N — N dada por f(n) = n? es una funcién, ya que
a) n=m=>n’>=m?
b) Vne N = dn? €N
que son las dos condiciones exigidas en (3.1]). O

Ejemplo 3.2 f : Z — R dada por f(z) = ++/x no es una funcién ya que,
por ejemplo, —4 € Z'y f(—4) = +v/—4 ¢ R, es decir, no existe f(—4). O

Una funcién también puede venir definida de forma recursiva como la definida
en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3
su(n)  siu(n) es par
u(l)=1 'y VYneN un+1)=
Su(n) +1 siu(n) es impar
obteniéndose:
u(2) =6, u(3) =3, u(4) =16, u(5) =8, u(6) =4, w(7) =2, u(8) =1, ---
por lo que se trata de una funcion, ya que todos los elementos del conjunto

original N tienen un transformado y que ademas este es uinico. 0

En el ejemplo anterior observamos que u(1) = u(8) = 1 es decir, a dos
elementos distintos les corresponde un mismo transformado. Parece logico
entonces preguntarse ;que funciones van a producir transformados distintos
para originales distintos?
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Definicién 3.1 Una funcién f : X — Y se dice que es inyectiva si a elementos
distintos de X le asocia imagenes distintas en Y. Es decir:

f inyectiva <= f(z) = f(y) =2z =1y (3.2)

Ejemplo 3.4 f: N — N definida por f(n) = 2n es inyectiva, ya que

f(nl) = f(ng) = 2n, = 2Ny = N1 = Na. U

Ejemplo 3.5 f:Z — Z dada por f(z) = 2 no es inyectiva, ya que
f(=2)=(-22*=(2)*>= f(2) siendo —2#2. O

Ahora bien, aunque la funcién del Ejemplo [3.4] es inyectiva, si denotamos por
Imp al subconjunto de N constituido por los naturales impares, es evidente
que ninguin elemento de N se transforma mediante f en ninguno de I'mp. Es
decir, f transforma N en un subconjunto de N pero no en todo N. En otras
palabras, existen elementos del conjunto final que no son transformados de
ninguno del conjunto inicial.

Cabe entonces el preguntarse ;qué funciones transforman el conjunto original
en todo el conjunto final?

Definicién 3.2 Una funcion f : X — Y se dice que es sobreyectiva si cualquier
elemento del conjunto final es transformado de alguno del conjunto original.

f sobreyectiva <= VYyeY JzeX : f(x)=y (3.3)

Ejemplo 3.6 La funcién f: RU{0} — R definida por f(z) = 2? es sobre-
yectiva, ya que cualquier niimero real positivo es el cuadrado de otro niimero

real (su raiz cuadrada). Sin embargo, no es inyectiva ya que f(—2) = f(2) con
949, 0

Nos podemos preguntar por tultimo ;jqué funciones seran simultdaneamente
inyectivas y sobreyectivas?

Definicién 3.3 Una funcion f : X — Y se dice que es biyectiva, o que se
trata de una biyeccion si es simultaneamente inyectiva y sobreyectiva.
1.- Es inyectiva flz)=fly)=x=y
f biyectiva <—= (3.4)
2.- Es sobreyectiva YyeY dz e X : f(x) =y

Ejemplo 3.7 La funcién f: N — N U {0} definida por f(n) =n — 1 es una
biyeccion. 0
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3.1.1 Enumeracion

Una aplicacién inmediata de las funciones inyectivas es la que nos permite
contar los elementos de un conjunto. El hecho de decir que un determinado
conjunto X tiene n elementos se debe a que si vamos asignando, comenzando
por 1, 2, 3, ..., etc., un nimero natural a cada elemento del conjunto X, el
ultimo niimero asociado es el de elementos de este posee.

Si construimos para cada n € N el subconjunto N,, de N definido por N,, =
{1, 2,..., n}, el decir que X tiene n elementos equivale a decir que se puede
establecer una biyeccion entre N, y X.

Al niimero de elementos de un conjunto X se le denomina cardinal del con-
junto X y se denota por | X|. Al conjunto vacio () se le asigna el cardinal cero:

0| =0
3.2 El principio de adicién

Al hablar de enumeracion hemos visto la forma de contar los elementos de un
conjunto asignando un ntmero natural a cada uno de ellos. Ahora bien, si no
disponemos de una lista de sus elementos, sino que el conjunto viene definido
a través de unas propiedades, es necesario desarrollar técnicas, diferentes a las
ya conocidas, capaces de contar sus elementos.

Dados dos conjuntos A y B, se define el conjunto union y se denota por AUB

como el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A o a B.

z €A
r€ AUB — o)
re B

Se define el conjunto interseccion y se denota por AN B como el conjunto de
los elementos que pertenecen simultdneamente a ambos conjuntos.

rec A
re€ANB «— y
r e B

Ejemplo 3.8 Si A={1, 2, 3} y B={2, 4, 6}, tenemos que

AUB={1,2,346 vy AnB={2} 0
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Si la interseccién de dos conjuntos es vacia, diremos que dichos conjuntos son
disjuntos.
Ay B disjuntos <= ANB=10

Lema 3.1 Si dos conjuntos A y B son disjuntos, se verifica que

|AU B| = |A| + |B|.

Esta propiedad de los conjuntos disjuntos puede ser generalizada como mues-
tra el siguiente teorema.

Teorema 3.2 [Principio de adicién] Si Ay, As, ..., A, son conjuntos dis-
Juntos dos a dos, es decir

se verifica que

|A; U AU~ UA,| = A +|A2] + -+ A

Otro resultado que se obtiene del Lema [3.1]es el denominado principio de las
cajas que describimos a continuacion.

Teorema 3.3 [Principio de las cajas|] Si queremos repartir n objetos en m
cajas con rm < n, al menos una caja, ha de recibir mas de r objetos.

Demostracion. Definamos para 1 < ¢ < m los conjuntos
A; = {objetos de la caja i-ésima}
Evidentemente, ha de verificarse que |A;| 4+ |As| + - - -+ |A;n| = n. Ahora bien:
| A1 + | Ao + -+ |An| < m-m?X|Ai| =>n< m‘m?X|Ai|

Si fuese max|A;| < r tendriamos que n < mr contra la hipdtesis de que
1
n > rm. Por tanto , ha de ser max |A;| > r, es decir, alguna de las cajas ha
1

de recibir més de r objetos. [
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3.3 El principio de inclusién y exclusion

Por el principio de adicion (3.2)) sabemos que si dos conjuntos A y B son
disjuntos se verifica que |A U B| = |A| + |B|. Sin embargo, no sabemos nada
sobre el cardinal de la unién cuando los conjuntos no son disjuntos.

Dado que ANB C Ay AN B C B, los elementos de AN B se han contado
tanto al contar los elementos de A como al hacerlo con los elementos de B,
mientras que para contar los de A U B sélo debemos hacerlo una vez. Debido
a esto no es dificil darse cuenta que se va a verificar que

|AUB| = |A|+|B| - |[AN B|
Obsérvese que si AN B = = |AN B| = 0, en cuyo caso no tenemos otra
cosa que el principio de adicién.
Para el caso de tres conjuntos se verifica
JAUBUC|=]|AU(BUC)|=|Al+|BUC|—-|AN(BUC)| =
— A+ B +1C| - |BNC| - (AN B)U(An C)[T]=
=|A|+|B|+|C|—=|BNC|—{|AnB|+|ANC|-|ANBNC|} =
=|A|+ |B|+|C| - (|AnB|+ |ANC|+|BNC|)+|AnBNC|

Llamando oy = |A| + |B| + |C]
as=[ANB|+|ANC|+|BNC|

podemos expresarlo de la forma |[AU BUC| = a3 — as + as.
Podemos generalizar este resultado para obtener el siguiente teorema.

Teorema 3.4 [Principio de inclusion y exclusion] Si Ay, A, ..., A, son con-
Juntos finitos y denotamos por «; a la suma de los cardinales de las intersec-
ctones de i conjuntos

ap = [Ar| + [ Ag| + -+ A
a2:|AlﬂA2|—|—|A1ﬂA3|++|An_1ﬂAn|

Qy = |A10A2mﬂAn’
se verifica

|A1UA2U..-UAH‘:al_a2+,_,_‘_(_1)n+1an'

() Debido a la distributividad de la interseccién respecto a la unién de conjuntos.
Constltese cualquier texto elemental de teoria de conjuntos.
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3.4 Contar en tablas

Dados dos conjuntos X e Y, al conjunto de todos los pares ordenados (z,y)
donde z € X e y € Y, se le denomina conjunto producto cartesiano y se le
denota por X x Y

XxY={(z,y) : v€X, yeY}

verificandose que | X x Y| = |X]| x |Y|.

Un subconjunto 7" del conjunto producto cartesiano X x Y recibe el nombre
de tabla

Yo | Y2 | Y3 | Y4 | Y5 | Ys
T1| e ° °
To| ® ° °
x3 °
Ty . °
X1 ° °

Tabla 3.1: Una tabla

Algunas veces, el problema de contar los elementos de un conjunto que no
viene definido a través de una lista para poder enumerarlos, se resuelve me-
diante el método de contar en tablas.

Una técnica para contar los elementos de una tabla es representarla en un
cuadro de doble entrada. En una entrada disponemos los elementos de X y
en la otra a los elementos de Y y marcamos un punto cuando el par es un
elemento de T'. Una vez representados todos los elementos de T' contamos los
elementos de cada fila y sumamos los parciales obtenidos. Este resultado ha
de ser el mismo que si contamos los elementos de cada columna y sumamos
los resultados obtenidos.

Ejemplo 3.9 De los alumnos de una clase 32 son varones y cada uno de ellos
conoce exactamente a 5 companeras. Si cada alumna conoce exactamente a 8
comparieros, jcuantas alumnas hay en la clase?
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Denotemos por X al conjunto de todos los alumnos, por Y al de las alumnas.
El hecho de que x conozca a y lo senalaremos escribiendo en una lista el par

(z,9).

Sea z € X, llamamos F), al nimero de alumnas que conoce el alumno z:
F,=yeY : (z,y) € T}

Dado y € Y, llamamos C), al nimero de alumnos que conoce la alumna y:
Cy=HreX : (z,y) €T}

Contar en filas no es mas que calcular E F, mientras que contar en columnas
zeX
es calcular E Cy. Evidentemente ha de verificarse que

yey

zeX yey

En nuestro ejemplo, F, (nimero de alumnas que conoce cada alumno) es
constante e igual a 5, mientras que C, (nimero de alumnos que conoce cada
alumna) es también constante e igual a 8.

ZFI:5+5+.(?2.+5:5-32:160

= = 160 = 8n = n =20
> C,=8+8+." +8=38n

yey

es decir, hemos contado las alumnas que hay en la clase sin necesidad de tener
una lista de ellas. 0

3.5 Funciones, palabras y variaciones

Consideremos las funciones, no necesariamente biyectivas, definidas de N,

en un conjunto cualquiera X. Los valores que toma una funcién determina la
m-upla (f(1), f(2),..., f(m)) de elementos de X.

Teniendo en cuenta la definiciéon de producto cartesiano
X=X x Xx " xX ={(x1, 20,..., Tm) : z, € X 1<i<m}

observamos que a cada funcién f : N,, — X le corresponde un elemento de
X™ y viceversa.
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Si al conjunto X lo denominamos alfabeto, decimos que una palabra de lon-
gitud m es una funcién de N,, en X. Asi por ejemplo, si X es el alfabeto,
“casa” es la palabra definida por f: Ny — X con

F)=c, f2)=a, f(3)=sy f(4) =a

Al conjunto de todas las palabras de longitud m formadas a partir de un
alfabeto de n letras se le denomina conjunto de las variaciones de n elementos
con longitud m.

Teorema 3.5 Sean X eY dos conjuntos finitos con | X| =m y |Y|=mn. Si
denotamos por F al conjunto de todas las funciones que pueden ser definidas
de X enY, entonces |F| =n™.

Demostracién. Sea X = {z1, xs,..., x,,}. Cada elemento f € F viene de-
terminado por la m-upla (f(x1), f(x2),..., f(x,)) que pertenece al conjunto
Y™, por lo que |F| = |Y™| =n". |

Ejemplo 3.10 Como caso particular, vamos a contar el nimero de subcon-
juntos que posee un conjunto cualquiera X de n elementos.

Dado un subconjunto A de X, definimos la funcién f4 : X — {0,1} de la

forma
fa(o) 1 size A
€Tr) =
4 0 sizg A

Contar los subconjuntos de X equivale a contar las funciones f4, por lo que
el nimero de subconjuntos de un conjunto X de n elementos es 21X =27, O

3.5.1 Variaciones sin repeticion

Si consideramos ahora sélo las funciones inyectivas que pueden definirse de
N,, en X formaremos palabras que no tienen ninguna letra repetida. Este tipo
de palabras recibe el nombre de variaciones sin repeticion de los elementos de
un conjunto X con longitud m.

Teorema 3.6 Si |X| =n el nimero de variaciones sin repeticion de longitud
m es
nn—1)mn-2)---(n—m+1) (3.5)
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Demostracién. En efecto, basta tener en cuenta que la m-upla (1, 2,..., m)
se transforma en (1, 9, ..., =,,) mediante una aplicacién inyectiva f, por lo
que x; # x; si i # j y por tanto, x5 no puede tomar el valor asignado a z;, x3
ninguno de los asignados a 7 ni a x5 etc. para obtener el resultado. [

3.5.2 Permutaciones

De igual manera que a las aplicaciones inyectivas de N,, en X las hemos
llamado variaciones sin repeticion, a las biyecciones las llamaremos permuta-
ciones, ya que al ser sobreyectiva la funcién, lo inico que hacemos es permutar
el orden de los elementos de X.

Frecuentemente se toma como conjunto X al propio N,,, por lo que una
permutacién de, por ejemplo, N5 seria la dada por

a(l) =2 a(2) =4 a(3) =5 ad) =1 a(b) =3

Evidentemente, al tratarse de una biyeccién es inyectiva por lo que su niimero
vendra dado por la férmula y por ser ademas sobreyectiva se verifica que
m = n, por lo que el nimero de permutaciones de n elementos, que se denota
por n! y se lee n factorial viene dado por

nl=n-(n—1)-(n—-2)---2-1
Al conjunto de todas las permutaciones de N, se le denota por S,,.

Consideremos el permutacién 3 definida por

B)=3  BE@=5 BB=1 BA)=4  B()=2

Como dos permutaciones « y  son funciones biyectivas de IN,, en IN,,, pueden
componerse obteniéndose una nueva funcién biyectiva sobre el mismo conjunto
N,,, es decir, podemos definir la permutacion producto Sa como la aplicacién
compuesta [ o a.

fa: N, — N,
i Pa(i) = Bla(i)]
De esta forma en nuestro ejemplo obtenemos

Ba(l) =5 fa(2) =4 Ba(3) =2 Ba(4) =3 Ba(b) =1

Por tratarse de aplicaciones sobreyectivas verifican las propiedades enuncia-
das a continuacion.
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Propiedades

a) Sim, o €5, se tiene que o € S,.
b) Cualesquiera que sean 7o, 7 € S, se verifica que 7(o7) = (7wo)T.

¢) Denotando por i a la permutacién identidad, es decir, a aquella para
la cual es i(n) = n cualquiera que sea el elemento n € IN,,, se cumple
10 = 01 = o para cualquier permutacion o de .S,,.

d) Cualquier permutacién o € S,, posee una permutacién inversa o= € S,

es decir, existe una permutacién o~! tal que oo~ ! = 0710 = i.

Descomposicién en producto de ciclos

Consideremos la permutacién a de N5 de nuestro ejemplo. Se puede observar
que
f f f

1—2——4-——1

f f

3—5—3

Podemos expresar esta situacién poniendo a = (124)(35) lo que nos dice que
considerando (124) como un ciclo, el 1 se transforma en el 2, este en el 4 y
este en el 1. El ciclo (35) nos dice que 3 se transforma en 5y 5 en 3.

Esta manera de expresar una permutacién se dice que es descomponerla en
producto de ciclos. Obsérvese que (35) indica que 3 se transforma en 5 y 5
en tres, pero se trataria de una permutacion que deja invariantes a los otros
tres elementos de Nj, de aqui que se trate de un producto de ciclos. Téngase
en cuenta también que por ser un producto se trata de una composicién de
funciones y que esta operacién no es conmutativa. En nuestro ejemplo, dado
que los elementos que se alteran en el primer ciclo son independientes de los
que se alteran en el segundo, el producto si seria conmutativo pero si los ciclos
no fuesen disjuntos hay que realizar las operaciones de derecha a izquierda.

Ejemplo 3.11 Sean «, [ las permutaciones de Ng definidas por
a = (1237)(49)(58) B = (135)(246)(789)

entonces:
a) aff = (17529)(3846) b) ba = (14738)(2596)
c) a? = (13)(27) d) 52 = (153)(264)(798)

e) a~l = (1732)(49)(58) £) 67 =(153)(264)(798) [
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3.6 Numeros binémicos

Dado un conjunto de n elementos interesa a veces calcular el nimero de
. , n

subconjuntos de r elementos que posee. A este niimero se le denota por < ,
,

expresion que se lee n sobre r o combinaciones de n elementos tomados de r
en r.

Teorema 3.7 Seann yr dos enteros positivos tales que 1 < r < n. Se verifica

() =Go)= ()

= + )

r r—1 T

Demostracion. Sea X el conjunto de n elementos y etiquetemos un elemento

x € X. El conjunto de todos los subconjuntos de r elementos de X podemos
separarlo en dos partes disjuntas U y V

que

U: Subconjuntos de r elementos que contienen a x.

V: Subconjuntos de r elementos que no contienen a x.

por lo que

(1) =101+ W] (3.6

El conjunto U se obtiene anadiendo el elemento = a todos los subconjuntos
de 7 — 1 elementos que pueden extraerse de X — {z} conjunto, este tltimo,
que posee n — 1 elementos, es decir

o= (221) 3.7

El conjunto V' se obtiene de formar todos los subconjuntos de r elementos de
X — {z}, ya que ninguno de los elementos de V' contiene a x. Por tanto

n—1
vi= (") 33
Llevando (3.7) y (3.8) a (3.6) queda probado el teorema. |

Para r = 0 se define el nimero binémico (8) = 1. Evidentemente, sim > n

el nimero binémico m) = 0 ya que un conjunto de n elementos no posee

ningin subconjunto de m > n elementos.
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Este teorema permite calcular los nimeros binémicos de forma recursiva
construyendo el denominado tridngulo de Pascal.

b )
B0 6 0

Para calcular los valores de los elementos del tridngulo basta con observar
que los elementos extremos de cada fila son siempre unos y cada elemento
interior es la suma de los dos que tiene encima. De esta forma es facil calcular
recursivamente los valores de todos los elementos del triangulo.

Teorema 3.8 Sir y n son enteros positivos tales que 1 < r < n se verifica

(n) a(n—1)--(n—r+1) nl

que

r) = r! Ry (n—r)!

Demostraciéon. La demostracion la haremos por induccién sobre n. La
formula es cierta para n = 1 ya que si n = 1 ha de ser necesariamente r = 1y

1 . , s .
( = 1 ya que un conjunto de un sélo elemento sélo tiene un subconjunto

1
de un elemento. Si se verifica para n vamos a probar que también es cierto

para n + 1. En efecto
T r—1 T

y estamos suponiendo cierta la propiedad para n, tenemos que
n+1 n(n—1)~--(n—r+2)+n(n—1)---(n—r+1)
r r—1)! 7!
o(n—r+2) 1+n—7°—|—1
r—1)! r
n+Dnn—-1)---(n—r+2)
7!

(
n(n —1)
(
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: n n
Sir=0o0r=n+1, los valores (0) =1y (n—l—l

de la demostracion. [ ]

) = 0 aseguran la validez

Teorema 3.9 Sip es primo se verifica que p divide a (f) para cualquier 1

tal que 0 < i < p.

Demostracidn.

p\_pp=1)-(p=2)---(p—i+1)
(i)_ P i-1)G-2.21 <

es decir
(- (i—=1)-(=2)--21][[p-(p=1)-(p=2)---(p—i+1)]
y como [i-(i—1)-(i—2)---2-1] L p por ser p primo, necesariamente
i-(=1)-=2)---2-[[p=1)-(p—2)---(p—i+1)

por lo que

pY_ . (-1)-(p=2)---(p—it+]1)
Q)‘p ii—1)-(i—-2)--2-1

=pqg con q€E€Z

y, por tanto, p | <ZZ) ]

Una propiedad que se deduce de manera inmediata es expuesta en el siguiente
teorema.

Teorema 3.10 St n y r son dos enteros no negativos, se verifica que

(7)= ()

Demostracion. Basta observar que

(nﬁr) BRG] [nn!— CETC) —ni)! o (2) "

hace que la propiedad se cumpla siempre

Obsérvese que la definicion de g
. n n .

ya que se debe verificar que ( O) = n) y dado que un conjunto de n

elementos sélo posee un subconjunto de n elementos (el propio conjunto), si

hubiésemos definido 8 # 1 la propiedad no serfa cierta.
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3.6.1 Combinaciones con repeticion

Supongamos ahora que con las letras a, b y ¢ queremos formar grupos de
cuatro letras (no nos importa el orden en que sean colocadas). Podemos formar
los grupos:

aaaa aaab aaac aabb aabc aacc abbb abbe
abce  acce bbbb  bbbc  bbcc  beee  cece

Es decir, podemos formar, en total, 15 grupos.

A estos grupos se les denomina combinaciones con repeticion de tres elemen-
tos tomados de 4 en 4. En general, de n elementos tomados de r en r.

Teorema 3.11 FEl numero de combinaciones con repeticion de r elementos

obtenidos de un conjunto de n objetos viene dado por (n +:: - 1).

Demostracién. Consideremos una caja con n + (r — 1) departamentos y
coloquemos un uno en la posiciéon ocupada por un elemento y un cero cuando
cambiemos de elemento. Es decir,

aabc — 110101
abbe — 101101

Nuestro problema se reduce a encontrar en cuantas posiciones diferentes pue-
den colocarse los dos ceros? En general, jen cudntas posiciones pueden ser
colocados los n + (r — 1) —r = n — 1 ceros?, o lo que es lo mismo, jcudntos
subconjuntos de n — 1 elementos posee un conjunto de n + r — 1 elementos?

n+r—1 n n .
La respuesta es ( N ) y dado que (m) = <n B m) podemos decir
we [ +r—1\ _ (n+r-1 .
q o1 )= . .
En nuestro ejemplo es (3 + i B 1) = <2) = 15.

Ejemplo 3.12 Podemos determinar el nimero de soluciones enteras de la
ecuacion
l‘1+$2+l‘3+$4:25 QZZZO 1§Z§4

considerando que se han de repartir 25 objetos entre 4 personas (debemos
escribir una palabra de 25 letras utilizando las letras x1, 23, x3 y x4), por lo que
el nimero de soluciones enteras del problema viene dado por las combinaciones
con repeticion de 4 elementos tomados de 25 en 25, es decir:

25+4—1\  (28) (28
(7% )= (5) - (5) o :
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Ejemplo 3.13 En el Ejemplo determinamos el nimero N = 3276 de
soluciones enteras de x1 + x5 + 3 + x4 = 25 donde x; > 0 para 1 <i < 4.

Si anadimos la restriccién x; < 10 debemos hacer uso del Principio de In-
clusion y Exclusion. Diremos que una solucién zy, xs, x3 y x4 cumple la
condicién ¢;, 1 <i <4 six; > 10 (o equivalentemente z; > 11), por lo que la
solucién a nuestro problema viene dada por N(é éacscy).

Por la naturaleza del problema N(c;) = N(c) = N(c3) = N(cy). Para
calcular N (¢;) resolvemos el problema

17

14) = 680. Para hallar N(c;c;)

y le anadimos 11 a x;, por lo que N(¢;) = (

resolvemos el problema

$1+$2+$3+$4:25—22:3 SL’zZO 1§Z§4

;) = 35. Eviden-

y le anadimos 11 a z; y otros 11 a x;, por lo que N(¢;) = (

temente, N(c;cjc,) = N(cicjerer) = 0.
N(é163¢3¢4) = N — S1 4 Sy — S35+ Sy
donde

Sl = N(Cl) + N(CQ) + N(Cg) -+ N(C4) = <1L>N(CZ> =4-680 = 2720

SQ = (;JL)N(Cle) =6-35=210
4
Sg = 3 N(CiCjCk) =0
4
Sy = 4 N(cicjere) =0
por lo que
N(¢1éa63¢4) = 3276 — 2720 + 210 — 0 + 0 = 766.
es decir, sélo existen ahora 766 soluciones a nuestro problema. 0J

Ejemplo 3.14 El problema de encontrar el nimero de soluciones enteras de
la ecuacion
LL’1+JI2+LL’3—|—JI4:25 1312—2 1§Z§4
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es equivalente al de resolver
x1+$2+x3+$4:33 lezo 1§Z§4

cuya solucién viene dada por
36) (36)
= = 7140.
(33 3 0

3.6.2 Teorema del binomio

Sea n un numero entero positivo y consideremos la expresién (a + b)". Esta
expresion puede desarrollarse multiplicandola por si misma n veces. Una forma
mucho mas rapida para desarrollarla la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 3.12 [Teorema del binomio| El coeficiente del término o™ "b" del
desarrollo de (a + b)", donde n es un nimero entero positivo, viene dado por

el numero bindmico ,

Demostracion. Basta observar que para formar el término a™~"b" del pro-
ducto

(@+b)-(a+b) " (a+0)

es necesario formar todos los productos posibles de n factores eligiendo un
elemento de cada paréntesis de tal manera que aparezcan n — r aes y r bes y
para ello nos basta con ver de cuantas formas podemos elegir las bes. Teniendo
en cuenta lo anterior, es evidente que el coeficiente buscado es el numero

.o, n
binémico . ]
T

El desarrollo del binomio nos queda entonces de la forma

wror =35 (7)o

r=0

Ejemplo 3.15 Basandose en el Teorema podemos demostrar, por in-
duccion, el Pequeno Teorema de Fermat, es decir, que si p es primo se verifica
que p|a? — a cualquiera que sea el entero a. En efecto:

Para a = 1 se reduce a probar que p|1? —1 = 0 y cualquier entero es divisor
de 0.
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Si suponemos la propiedad cierta para a tenemos que probarla para a + 1 es
decir, tenemos que probar que p|(a + 1)? — (a + 1). Ahora bien:

(a+ 1) —(a+1) =a’+ (fj)ap—1+ <72’)ap—2+---+ (pfl)aﬂ—(aﬂ)

es decir

(a+1) = (a+1)=(a” —a) + Kf)a”‘1+ (g)ap‘2+---+ <p§1)“}

donde el primer paréntesis es divisible por p por hipdtesis de induccion y el
segundo también es divisible por p por serlo todos sus sumandos (Teorema,
por lo que

pla —a = plla+1)" - (a+1)

y, por tanto, podemos garantizar que para cualquier entero positivo a y cual-
quier primo p se verifica que p|a? — a. 0

3.7 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1 Sea C' un conjunto de 5 enteros positivos no superiores a 9.
Demostrar que existen, al menos, dos subconjuntos de C' cuyos elementos
suman lo mismo.

Ejercicio 3.2 Probar que en cualquier grupo de 6 personas, o hay 3 que se
conocen entre si o hay 3 que son mutuamente desconocidos.

Ejercicio 3.3 Se recibe de Secretaria la siguiente informacion: cada alumno
de una determinada titulacion estd matriculado en cuatro de las siete asigna-
turas que se ofertan, las listas de alumnos por asignaturas estan constituidas
por 52, 30, 30, 20, 25, 12 y 18 alumnos respectivamente. ;A qué conclusion
nos lleva dicha informacién?

Ejercicio 3.4 En una clase de musica con 73 alumnos hay 52 que tocan el
piano, 25 el violin, 20 la flauta, 17 tocan piano y violin, 12 piano y flauta,
7 violin y flauta y sélo hay 1 que toque los tres instrumentos. ;Hay algtin
alumno que no toque ninguno de los tres instrumentos?
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Ejercicio 3.5 Una multinacional tiene 10000 empleados de los cuales 5600
hablan inglés, 4400 francés y 2200 castellano. Se sabe que cualquiera de ellos
habla, al menos, uno de los tres idiomas, que 1600 hablan inglés y francés, 200
francés y castellano y 100 hablan los tres idiomas. Si el director general habla
inglés y castellano, jcon cuantos empleados puede comunicarse sin necesidad
de intérprete? ;Cuantos empleados hablan tinicamente castellano?

Ejercicio 3.6 Hallar cuantos enteros hay en el rango 1 < n < 1000 que no
son divisibles ni por 2 ni por 3 ni por 5.

Ejercicio 3.7 Usar la férmula del cardinal de una unién para encontrar el

valor de ¢(60).
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Ejercicio 3.8

a) Utilizar el principio de inclusién y exclusion para hallar cudntos enteros
positivos y menores que 10000 son primos con 3780.

b) Utilizar la funcién de Euler para hallar cudntos de ellos son mayores que
3780.

Ejercicio 3.9 Sea p un nimero primo mayor que 3 y «, /3 dos enteros positi-
vos. Sila descomposicién en factores primos de un nimero n es n = 2%-3%.p?,
se pide:

a) Hallar n sabiendo que ¢(n) = 216, siendo ¢ la funcién de Euler.

b) En el caso de existir més de una solucién del apartado anterior, elegir dos
de ellas, ny y ny y hallar ¢(|n; — ns|) utilizando el principio de inclusién
y exclusion.

Ejercicio 3.10 ;Cuantos nimeros de teléfono de 5 digitos tienen un digito
que aparece mas de una vez?

Ejercicio 3.11 Si V,;, designa en nimero de posibles elecciones de k objetos
de entre n, importando el orden, probar que V;,,—1) = V4, interpretando el
por qué.

Ejercicio 3.12 ;Cuantos nimeros pares mayores que 1000000 y menores que
5000000 pueden escribirse con las cifras del nimero p — ¢ donde p > ¢ son los
dos primos resultantes de la factorizacion del nimero n = 10088821 sabiendo
que ¢(n) = 100822727

Ejercicio 3.13 ;De cudntas maneras se pueden ordenar las letras de la pala-
bra XSITAON de modo que las palabras ASI y NO nunca aparezcan?

Ejercicio 3.14 ;Cuéantas palabras de longitud 3 (sin repetir signos) pueden
escribirse con un alfabeto de 256 letras teniendo en cuenta que dos deter-
minados signos (por ejemplo, las letras “a” y “b”) no figuren nunca juntos
(consecutivos)?

Ejercicio 3.15 Definimos la distancia entre dos secuencias binarias de longi-
tud n como el nimero de lugares en que difieren. ;Cudntas secuencias estan a
una distancia d de una secuencia dada? Obtener una expresién para el niimero
de secuencias que estan a una distancia, no superior a d, de una dada.
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Ejercicio 3.16 Describir un método para generar todas las permutaciones de

n elementos a partir de las de n — 1 elementos.

Ejercicio 3.17

a)

b)

c)

Probar que si p es primo, ZZ con 1 <i<p-—1 esun miltiplo de p.

Encontrar un contraejemplo para el caso en que p no sea primo.

.Se puede probar directamente, por induccién matematica, que una pro-
piedad es cierta para cualquier n € Z7 Justifiquese la respuesta.

Demostrar que cualquiera que sea n € Z, se verifica que

n" nd 1ln

Pn)=—+—++

g
7 T3 T €

Ejercicio 3.18 Considérese el polinomio W, (z) = 2P~ '+ 2P 2+ - -+ 22+ +1
con p primo. En este ejercicio tratamos de probar que dicho polinomio es

irreducible.

a)

Pruébese que no se puede aplicar el criterio de Eisenstein para verificar
que ¥, (x) es irreducible.

Justifiquese que para probar la irreducibilidad de W,(x) es suficiente
probar la del polinomio f(z) = V¥,(x + 1).

Probar que

flay = SIS (pfl)xp—2+...+ (g)ﬁ (I;)

Probar que existe un primo que divide a todos los coeficientes de f(x)
excepto al de mayor grado (z77!) y que el cuadrado de dicho primo no
divide al término independiente, por lo que f(x) es irreducible.

Dar un ejemplo de un nimero n no primo tal que ¥, (z) no sea irredu-
cible.

Ejercicio 3.19 Probar las igualdades:

D)) w3 o)
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Ejercicio 3.20 Probar la identidad:
(T +1 (7 +n r+n+1
0 1 n n
Ejercicio 3.21 Probar la identidad:
2 2 2 2
n n n n n N n\ _ 2n
0 1 2 n n

Ejercicio 3.22 Usar la igualdad k% = Q(I;) + (If) para demostrar la for-

mula: . |
12+22+---+n2:§n (n—|—§) (n+1)
Ejercicio 3.23
a) Probar que si n es un entero positivo, entonces
2(n+1) _2‘271—1-1. 2n
n+1 N n—+1 n )

b) Probar por induccién sobre n que para todo n > 2 se verifica que

2n
2" < < 4"
n
Ejercicio 3.24 Por un canal de comunicacién, se va a transmitir un mensaje

usando 12 simbolos diferentes. Ademaéas de estos 12 simbolos, el transmisor
también enviara un total de 45 espacios en blanco entre los simbolos, con tres

espacios como minimo entre cada par de simbolos consecutivos ;de cuantas
formas se puede mandar el mensaje?

Ejercicio 3.25 Sabiendo que si p es primo y p¢||n! entonces e = |[n/p| +

100) v 4032.

|n/p*] + |n/p?] + - -+, hallar el maximo comiin divisor de 50



4. Recursion

Vimos en el Capitulo [1| que dada una sucesion recurrente, podiamos inducir
una expresion para su término general que sélo dependiera de n con el fin de
poder calcular un determinado término de la sucesién sin necesidad de calcular
todos los términos anteriores. Evidentemente, una vez inducida la férmula era
necesario probar que era cierta para cualquier entero positivo, y para ello
haciamos uso del método de induccién.

Dicho proceso tiene el inconveniente de que lo primero que debemos hacer es
inducir la formula, y eso no es, en general, una tarea facil, por lo que dedica-
mos este capitulo a estudiar cémo podemos obtener, de una forma directa, la
expresion del término general de una sucesion recurrente.

4.1 Recurrencias lineales homogéneas

Vimos con anterioridad que algunas funciones definidas en N incluyen a la
propia funcién en su definicién. Asi, por ejemplo, la funcién S, de (1.1)) podia
ser definida de la forma

S1=1y S,=8,1+(2n—1) siempre quen € N

y mas tarde vimos como podia expresarse en funcion del valor de n de la forma
S, =n?.
Esto 1ltimo nos sugiere que a menudo podemos obtener una ecuacién que

nos dé el valor de una funcién definida en forma recursiva en funcién directa
del valor de la variable.

Evidentemente una funcién recursiva no va a venir siempre expresada, como
la del ejemplo anterior, dando u,, en funcién de u,_; sino que puede venir ex-
presada en funcion de varios términos anteriores, teniendo en cuenta que habra
que conocer los valores de tantos términos iniciales como términos anteriores

113
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figuren en la definicién recursiva, es decir, si definimos w,, = u,,_1 +u,_o habra
que conocer los valores de uy y us.

Una forma particular de la recurrencia general es aquella en que wu, viene
dada en funcién de w,_1, Up—9,..., Up_p.

Up = Cp, Uy = C1y..., Up—1 = C—1

Up + A Up_1 + AQoUp_o + -+ ApUp_r =0 n>k

donde ¢y, ¢1,...,¢c_1 Y aq, as,..., a; son constantes conocidas. Esta forma
particular de recurrencia recibe el nombre de recurrencia lineal homogénea de
orden k y veremos que, en este caso, siempre existe una féormula explicita que
la define, aunque no siempre sera factible utilizarla. Aqui nos limitaremos a
probar el caso k = 2, aunque a continuacién daremos el teorema para el caso
general de k € N.

Teorema 4.1

Sea u, una sucesion que satisface la recurrencia lineal

Up = Cp, U1 = C1

Up + A Up—1 + QU2 =0 (n>2)
y sean a y [ las raices de la ecuacion auxiliar
+at+a,=0

Si o # 3, entonces existen constantes A y B tales que

u, = Aa" + Bp"  (n>0)
mientras que si o = 3, existen constantes C' y D tales que

up = (Cn+ D)a"™ (n>0)
Las constantes A y B (o0 bien C' y D segin el caso), estin determinadas por
€1 Y Ca.

Demostracién.

a) a# 3
Las ecuaciones
A+ B = ¢, Aa+ B =
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determinan A y B:

c1 — o €1 — G
A= —— B=—"—
f—a a—p
Por lo tanto, si asignamos a A y B estos valores, se verificard para u; y

us. Supongamos, por hipdtesis de induccion que se verifica hasta n — 1
y vamos a probarlo para n.

Up = —(aQ1Up1 + G2Up_2)
—[a1(Aa" ! + BB"1) + ax(Aa"? + BB 2))
= —Aa" Y aya+ as) — B (a1 + az)
= Aa" + Bp"
En el dltimo paso se ha hecho uso de que « y 3 son raices de la ecuacion
cuadratica.

Por el principio de induccion tenemos entonces que el resultado es cierto
para cualquier n € N.

b) a=p
En este caso, se aplica el mismo método pero utilizando la férmula co-
rrespondiente. u

Para el caso general de una recurrencia lineal homogénea de orden £ se tiene
el siguiente teorema.

Teorema 4.2  Sea (u,) una sucesion definida por recurrencia lineal ho-
mogénea y sean «i, Qo,..., Qg las raices de la ecuacion auxiliar con mul-
tiplicidades my, ma, ..., mg respectivamente. Entonces:

up = Pi(n)al + Py(n)aly + -+ - + Py(n)al
donde para cada i =1, 2,..., s, Pi(n) es una expresion de la forma
AQ -+ Aln + e 4 Ami_lnmi_l

Es decir, los Pi(n) 1 < i < s son polinomios en n de grados no superiores a
m; — 1 y que se determinan a partir de las condiciones iniciales, esto es, de
los términos iniciales conocidos.

Ejemplo 4.1: Se denomina sucesion de Fibonacci a la definida por:
=1, F,=1
Fn:anl—i_anQ
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En este caso, la ecuacion auxiliar es
P —t—1=0

1+v5 1-+5
2 YT

F,=A <1+2\/5) + B (1 _2‘/5>

Sustituyendo los valores conocidos para n = 1 y n = 2 obtenemos los valores

cuyas raices son , por lo que

de A y B quedandonos por tltimo que
1 ATV AN
2 2 0

4.2 Recurrencias lineales no homogéneas

1
F,=
VB

Trataremos ahora de resolver relaciones de recurrencia en las que el término
independiente no es nulo, es decir, recurrencias del tipo

Upt1 + i, = f(n) n>0 con uy= ¢

Upao + A Upy1 + agu, = f(n) n>0 conug=cyyu =c

Este tipo de recurrencias tiene como solucion u, = u + 4 donde ul
es la solucién general de la recurrencia lineal homogénea (RLH) asociada (la
resultante de sustituir f(n) por 0) y u!) es una solucién particular de la
recurrencia no homogénea.

Aunque no existe un método general para encontrar una soluciéon particular
u%p ), el método de los coeficientes indeterminados nos va a proporcionar esta

solucién en funcién de la forma que tiene la funcién f(n).

Ejemplo 4.2 Para resolver la relaciéon de recurrencia
Up — Up_1 =H-7" con wuy=2,
la RLH asociada u,, — 3u,—1 = 0 tiene como solucion u%h) =A-3"

Como f(n) = 5-7, se busca una solucién particular v de la forma B-7" (ya
que 7" no es una solucién de la RLH asociada), obteniéndose por sustitucién

35
B-T"—3B-7T"!'=5.T" «— TB—3B=5-7 <— B:Z
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35
es decir, u,(lp ) = T 7"y, por tanto, la solucién general de la recurrencia es de
la forma 35
u, = ulM 4 u® :A-3"+Z-7"
: 27
teniendo en cuenta que uy = 2 obtenemos que A = T por lo que

1
w, = (357" —27-3")

Ejemplo 4.3 Si tratamos ahora de resolver la recurrencia
Uy — U1 =H-3" con wuy =2

observamos que la solucion general de la RLH asociada es la misma que en

el ejemplo anterior. Sin embargo ahora, dado que 3" es solucion de RLH

asociada, no podemos tomar como solucién particular u? = B - 3" sino que

debemos tomar u¥) = B - n - 3™, obteniendo por sustitucion

B-n-3"-3-B-(n—1)-3"'=5.3" <= B-n—B-(n—1)=5 < B=5

por lo que
Uy = u™ +u®P = A.3" 45.0-3"
y dado que ug = 2 se obtiene que A = 2, es decir u,, = (2 + 5n)3". O

Los ejemplos anteriores nos permiten observar que si f(n) = k- ™ donde
k es una constante, n > 0 y la recurrencia es de primer orden, que uP =
C'-r" (donde C representa una constante) si 7 no satisface la RLH asociada,

mientras que uﬁf’ ) = C-n-r" en caso contrario.

Para recurrencias de segundo orden se tiene que

a) uP) = C - si ™ no es solucién de la RLH asociada.

b) W =C.on-rm s u%h):A-r"—f—B-r{‘ con 1 F T

c) WP =Con2om s u,(lh):(A+Bn)-r”.

En los casos en los que f(n) = P(n) se trata de buscar, en funcién del orden

de la recurrencia y del grado de P(n), una solucién particular de la RLH

(p)

asociada u,’ que también sea un polinomio.
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Ejemplo 4.4 Consideremos la recurrencia t,, o +4tt,,1 +4u, = n? con ug = 0
y u; = 2. La RLH asociada u,ys + 4u,+1 + 4u, = 0 tiene por solucion
ul = (An + B)(=2)".

Tratemos de buscar un polinomio de segundo grado que sea solucién particu-
lar de la recurrencia. Sea u%p ) = Cn?+ Dn + E, entonces

C(n+2)?+D(n+2)+E+4C(n+1)*+4D(n+1)+4E+4Cn* +4Dn+4E = n?

de donde desarrollando e igualando coeficientes obtenemos:

9C =1 C=gs
9D +12C =0 = D:—zi7
9E +6D + 8C =0 E=0
1 4 1
por lo que u%p) = §n2— ﬁn: 2—7(3712—471) y, por tanto

up, = (An + B)(—2)" + i(3n2 —4n)

27
de ug = 0 y u; = 2 obtenemos que A = —g—i y B =0, por lo que la solucién
general de la recurrencia es
55 1
n=——n(=2)"+ —(3n* — 4
u 54n( )"+ 27( n n) -

4.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1 Encontrar una férmula explicita para los términos de la su-
cesién definida por:

u =0, u =1, u, =bup_1 —6u,_o (n>2)

Ejercicio 4.2 Hallar una férmula explicita para los términos de la sucesion
definida por:

uw=1,u =0, u, =6u, 1 —8u, o (n>2)

Ejercicio 4.3 Hallar una férmula explicita para los términos de la sucesién
definida por:

u =1, u =2, up =3 ,uy, =dp_1 — 8Up_o+4u,_3 (n>3)
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Ejercicio 4.4 Hallar una férmula explicita para el término general de la su-
cesion definida mediante

ap =0, a; =1, ay = 3, siendo a,, — a1 = 4[(ap_1 — apn_2) — (an_o — an_3)].

Ejercicio 4.5 Resolver el Ejercicio calculando, previamente, una férmula
explicita para el término general.

Ejercicio 4.6 Los dos primeros términos de una sucesion valen, respectiva-
mente, 1 y 2. Sabiendo que cada término es la media aritmética del anterior
con la media aritmética de los dos adyacentes (anterior y posterior), se pide:

a) Hallar una férmula explicita para los términos de dicha sucesién.
b) Probar, mediante induccién completa, la validez de la férmula obtenida.

c¢) Describir un procedimiento para calcular el término 40 realizando, a lo
mas, 10 operaciones (sumas, restas, multiplicaciones o divisiones).

Ejercicio 4.7 Resolver las relaciones de recurrencia

a) Upi1 — U, =2n+3 paran >0 con wuy=1.
b) Upy1 — U, =3n®> —nparan >0 con ug=3.
C) Upi1 — =bparan>0 con wuy=1.

d) upi1 —2u, =2"paran >0 con uy=1.

Ejercicio 4.8 Resolver las siguientes relaciones de recurrencia

a) Upio + 3Upi1 +2u, =3"(n>0) con wy=0 'y wu =1
b) Upio+ dupi1 +4u, =7 (n>0) con wy=1 'y u =2

) Upyo — 6Upi1 +9u, =3-2"+7-3" (n>0) con ug =1y u =4.
Ejercicio 4.9

a) Determinar una férmula explicita para el término general de la sucesién
u, definida por la recurrencia lineal y homogénea

Uozl,U1:6
Uy = OUp—1 — NUp—o VN >2
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b) Determinar una férmula explicita para el término general de la sucesién
u, definida por la recurrencia lineal no homogénea
Uy = 1 , Uy = 6
Uy, = 4N+ 6Up—1 — QUp_a VYV N > 2

Ejercicio 4.10

a) Determinar a y b sabiendo que a es el nimero de enteros positivos, no
superiores a 100, que no son divisibles ni por 3 ni por 7 ni por 11 y b el
de enteros divisible por 2 y por 9 en el mismo rango.

b) Hallar una férmula explicita para el término general de la sucesién defi-

nida mediante la recurrencia lineal y homogénea

Uy = 0

uy = 10

Uy = aty_1 — (1300 + Du,—o  Vn > 2,
donde a y b son los niimeros obtenidos en el apartado anterior, y utilizar
el resultado para probar que cualquier término de la sucesién es divisible
por 10.

Ejercicio 4.11 Del libro “El Diablo de los Numeros” de Hans Magnus En-
zensberger. Ed. Siruela. 1997

— ;Por qué no tecleas unos cuantos nimeros de Bonatschi
— T4 y tu Bonatschi! —dijo Robert—. ;Es tu favorito o qué?
Tecled, y en la pantalla del cine aparecio la serie de Bonatschi:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...
— Ahora prueba a dividirlos —dijo el viejo maestro—. siempre por parejas suce-
sivas. El mayor dividido entre el menor.

— Bien —respondié Robert. Tecled y tecled, curioso por saber lo que leeria en
la gran pantalla:

1: 1=1
2: 1=2

3: 2=1,5

5: 3 =1,666666666 ...
8: 5=1,6

13: 8 =1,625

21 :13 =1,615384615. ..
34 : 21 = 1,619047619. ..
89 : 55 = 1,618181818. ..

(1) Ntmeros de Fibonacci
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> jEs una locura —dijo Robert—. Otra vez esos ntimeros no cesan. El 18 que
se muerde la cola® . Y alguno de los otros tienen un aspecto completamente
irrazonable (®)

— Si, pero aun hay otra cosa —le hizo notar el anciano. Robert reflexioné y
dijo:

— Todos esos niimeros van arriba y abajo. El segundo es mayor que el primero,
el tercero menor que el segundo, el cuarto otra vez un poquito mayor, y asi
sucesivamente. Siempre arriba y abajo. Pero cuanto més dura esto, menos se
alteran.

— Exactamente. Cuando coges Bonatschis cada vez més grandes, el péndulo
oscila cada vez mas hacia una cifra media, que es

1,618033988 ...

> Pero no creas que este es el final de la historia, porque lo que sale es un
nimero irrazonable ®) que nunca se termina. Te aproximas a él cada vez més,
pero por méas que calcules nunca lo alcanzarés del todo.

— Esté bien —dijo Robert—. Los Bonatschi son asi. Pero ;por qué oscilan asi
en torno a esa cifra particular?

— Eso —afirmé el anciano— no tiene nada de particular. Es lo que hacen todos.
— 1 Qué quieres decir con todos?

— No tienen por qué ser los Bonatschi. Tomemos dos niimeros apestosamente
normales. Dime los dos primeros que se te ocurran.

— Diecisiete y once —dijo Robert.

— Bien. Ahora por favor simalos.

— Puedo hacerlo de cabeza: 28.

— Magnifico. Te ensenaré en la pantalla cémo sigue:

11 + 17 = 28
17 + 28 = 45
28 + 45 = 73
45 + 73 = 118
73 + 118 = 191
118 + 191 = 309

— Comprendido —dijo Robert—. ;Y ahora qué?
— Haremos lo mismo que hemos hecho con los Bonatschi. Dividir. jRepartir!
Prueba tranquilamente a hacerlo.

(2) Hace referencia a los niimeros periédicos
() Hace referencia a los nimeros irracionales
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En la pantalla aparecieron las cifras que Robert tecleaba, y lo que resulté

fue esto:
17: 11 = 1,545454 ...

28 : 17 =1,647058 ...
45: 28 =1,607142 ...
73: 45 =1,622222 ...
118 : 73 =1,616438 ...
191 : 118 = 1,618644 . ..
309 : 191 = 1,617801 ...

— Exactamente la misma cifra absurda —exclamé Robert—. No lo entiendo.
. Es que esta dentro de todos los nimeros? ;Funciona esto de verdad siempre?
Empezando por dos nimeros cualesquiera? ;Sin importar cudles elija?
— Sin duda —dijo el viejo maestro—. Por otra parte, si te interesa, te ensenaré
qué otra cosa es 1,618. ..

En la pantalla aparecié entonces algo espantoso:

1

1

1+
1+

1,618... =1+

1

1
1+ —

Fn+1

a) Demostrar que la sucesién definida por los cocientes , de ntimeros

de Fibonacci consecutivos, converge a 1,618 033988 ...ny dar el valor

exacto de dicho numero.

b) Demostrar que dicho limite no depende de los dos términos iniciales a;
y as sino sélo del tipo de recurrencia: a,io = ay11 + ap.

Fn+1

c) Expresar el cociente ¢, 11 = en funcion de ¢, y utilizar el resultado

para probar que el niimero 1, 613033988 ... puede expresarse de la forma
indicada al final del texto.

Ejercicio 4.12 Nos regalan tres sellos y decidimos iniciar una coleccion. El
ano siguiente, la incrementamos con 8 sellos més (tendriamos entonces 11
sellos). Si cada ano compramos un numero de sellos igual al doble de los que
compramos el ano anterior, jal cabo de cuantos anos habremos superado el
millén de sellos?
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Ejercicio 4.13

a) Se trazan n rectas en el plano de forma que cada una de ellas corta a
todas las demads y no existen tres que se intersequen en un mismo punto.
Determinar una férmula explicita para el nimero u,, de regiones en que
dichas rectas dividen al plano.

b) Determinar el nimero v, de regiones no acotadas que resultan de la
situacion del apartado anterior.

Ejercicio 4.14 La moneda oficial del Pais del absurdo es el Beckett (Bk.),
existiendo monedas de 9 y 19 Bk. y billetes de 9, 19, 125 y 232 Bk.

a) {Puede cambiarse en monedas alguno de los billetes de méas de 100 Bk.
existentes? En caso afirmativo, jde cuantas formas diferentes puede
realizarse el cambio?

b) En el dltimo consejo de ministros se ha propuesto emitir nuevos billetes
hasta completar una serie de 100 valores diferentes. A instancias del
ministro de finanzas, que ha observado que la serie emitida cumple la
relacion

B, = 9 Bk.
B, = 19 Bk.
B+ 2By 1+ Byo—329n+816 =1Bk.  (n>3)

se ha decidido que toda la serie debe cumplirla. ;De qué valor sera el
ultimo billete de la nueva emision?

Ejercicio 4.15

a) Hallar dos enteros positivos p; y ps sabiendo que ambos son primos y
que 110p; + 36py = 4522.

b) Se considera la sucesién definida por

CLO:2, CL1:5, agzll
an, = 4a,_1 — dap_o + 2a,_3 — 2 paran > 3

Calcular una férmula explicita para a, y, a partir de ella, determinar el
entero s = ag + 2.
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c¢) Decodificar el mensaje 709-932-214 sabiendo que ha sido codificado (le-
tra a letra) mediante el sistema RSA utilizando la clave (¢,s) donde

g =29 x 37y s = 605.

El alfabeto utilizado ha sido el espanol:

s A B C D E F G
o 1 2 3 4 5 6 7

NN OUPOQTZ RST
14 15 16 17 18 19 20 21

o0 T
O© ~
s~

22 23 24

X
25
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